
#1:   LOAD(C:\Derive\Complejos.mth) 
 
#2:                                  true 
 

PRÁCTICA 3 

 
EJERCICIO 1 
 
EJERCICIO 1 a) 
 
                       4  
#3:   CondicionesCR(3�z ) 
 
Las condiciones de Cauchy-Riemann son: 
 
    ∂      ∂            ∂        ∂ 
 
    -- u = -- v    ;    -- u = - -- v 
 
    ∂x     ∂y           ∂y       ∂x 
 
donde u y v son las funciones parte real e imaginaria de f respectivamente. 
En 
 
este caso, u y v son respectivamente: 
 
[3�(x^4 - 6�x^2�y^2 + y^4), 12�x�y�(x^2 - y^2)] 
 
Las derivadas ∂(u,x), ∂(u,y), ∂(v,x), ∂(v,y) son 
 
respectivamente: 
 
[12�x�(x^2 - 3�y^2), 12�y�(y^2 - 3�x^2), 12�y�(3�x^2 - y^2), 12�x�(x^2 - 
3�y^2)] 
 
Por lo tanto, en este caso, 
 
#4:             Se verifican las condiciones de Cauchy-Riemann 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



EJERCICIO 1 b) 
 
                      3           2  
#5:   CondicionesCR2(x  - y, x - y ) 
 
Las condiciones de Cauchy-Riemann son: 
 
    ∂      ∂            ∂        ∂ 
 
    -- u = -- v    ;    -- u = - -- v 
 
    ∂x     ∂y           ∂y       ∂x 
 
Las derivadas ∂(u,x), ∂(u,y), ∂(v,x), ∂(v,y) son 
 
respectivamente: 
 
[3�x^2, -1, 1, - 2�y] 
 
Por lo tanto, en este caso, 
 
             2                                             
#6:   si, 3�x  + 2�y = 0, Se verifican las condiciones de  
 
                       
        Cauchy-Riemann 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



EJERCICIO 2 
 
EJERCICIO 2 a) 
 
                          4  
#7:   DerivadaCompleja(3�z ) 
 
Una condición necesaria para que una función sea derivable es que se 
 
verifiquen las condiciones de Cauchy-Riemann: 
 
    ∂      ∂            ∂        ∂ 
 
    -- u = -- v    ;    -- u = - -- v 
 
    ∂x     ∂y           ∂y       ∂x 
 
donde u y v son las funciones parte real e imaginaria de f respectivamente. 
En 
 
este caso, u y v son respectivamente 
 
[3�(x^4 - 6�x^2�y^2 + y^4), 12�x�y�(x^2 - y^2)] 
 
por lo que, las derivadas ∂(u,x), ∂(u,y), ∂(v,x), ∂(v,y) son 
 
respectivamente: 
 
[12�x�(x^2 - 3�y^2), 12�y�(y^2 - 3�x^2), 12�y�(3�x^2 - y^2), 12�x�(x^2 - 
3�y^2)] 
 
Por lo tanto, en este caso, 
 
se verifican las condiciones de Cauchy-Riemann. La derivada de una función 
 
en función de u y v se puede calcular mediante: 
 
    ∂        ∂ 
 
    -- u + A -- v 
 
    ∂x       ∂x 
 
Por lo tanto, en este caso y teniendo en cuenta la continuidad de u,v y sus 
 
derivadas parciales, la derivada queda: 
 
12�x�(x^2 - 3�y^2) + 12�A�y�(3�x^2 - y^2) 
 
Equivalentemente: 
 
                                         3 
#8:                                  12�z  
 
 
 
 



EJERCICIO 2 b) 
 
                         3           2  
#9:   DerivadaCompleja2(x  - y, x - y ) 
 
Una función es derivable en aquellos puntos en los que se verifican las 
 
condiciones de Cauchy-Riemann. Las condiciones de Cauchy-Riemann son: 
 
    ∂      ∂            ∂        ∂ 
 
    -- u = -- v    ;    -- u = - -- v 
 
    ∂x     ∂y           ∂y       ∂x 
 
Las derivadas ∂(u,x), ∂(u,y), ∂(v,x), ∂(v,y) son 
 
respectivamente: 
 
[3�x^2, -1, 1, - 2�y] 
 
Por lo tanto, en este caso, 
 
si  
 
((3x^2)+(2y))=0  
 
se verifican las condiciones de Cauchy-Riemann. La derivada de una función 
 
en función de u y v se puede calcular mediante:  
 
    ∂        ∂ 
 
    -- u + A -- v 
 
    ∂x       ∂x 
 
Por lo tanto, en este caso y teniendo en cuenta la continuidad de u,v y sus 
 
derivadas parciales, la derivada queda: 
 
                2                                  2           
#10:         3�x  + A, en los puntos tales que, 3�x  + 2�y = 0 
 
EJERCICIO 2 c) 
 
       SIN(z) 
#11:  F       
 
      d   SIN(z) 
#12:   F       
      dz         
 
                                 SIN(z)        
#13:                            F      �COS(z) 
 
 



EJERCICIO 3 
 
      d 2     d 2       
#14:    f +   f = 0 
      dx      dy        
 
#15:  La funcion es armonica 
 
#16:  La funcion no es armonica 
 
        d 2     d 2                                                  
#17:  IF  f +   f = 0, La funcion es armonica, La funcion no es  
        dx      dy                                                   
 
                                            
        armonica, La funcion no es armonica 
                                            
 
#18:  DISPLAY(Una funcio f es armonica si verifica la ecuacion de  
 
        Laplace:) 
 
#19:  DISPLAY(        dif(f,x,2) + dif(f,y,2) = 0) 
 
#20:  DISPLAY(En este caso, dicha suma es:) 
 
             d 2     d 2   
#21:  DISPLAY  f +   f 
             dx      dy    
 
#22:  PROG(DISPLAY(Una funcion f es armonica si verifica la ecuacion de  
 
        Laplace:), DISPLAY(        dif(f,x,2) + dif(f,y,2) = 0)) 
 
      armonicapractica(f) ≔                                              
        Prog                                                             
          DISPLAY("Una funcion f es armonica si verifica la ecuacion de  
          DISPLAY("        dif(f,x,2) + dif(f,y,2) = 0")                 
          DISPLAY("En este caso, dicha suma es:")                        
#23:      DISPLAY(∂(f, x, 2) + ∂(f, y, 2))                               
          DISPLAY("Por lo tanto, en este caso:")                         
          If ∂(f, x, 2) + ∂(f, y, 2) = 0                                 
             "La funcion es armonica"                                    
             "La funcion no es armonica"                                 
             "La funcion no es armonica"                                 
 
                   
                   
        Laplace:") 
                   
                   
                   
                   
                   
                   
                   
                   



 
EJERCICIO DE COMPROBACIÓN 
 
#24:  armonicapractica(2�x�(1 - y)) 
 
Una funcion f es armonica si verifica la ecuacion de Laplace: 
 
        dif(f,x,2) + dif(f,y,2) = 0 
 
En este caso, dicha suma es: 
 
0 
 
Por lo tanto, en este caso: 
 
#25:                        La funcion es armonica 
 
                        3    3  
#26:  armonicapractica(x  + y ) 
 
Una funcion f es armonica si verifica la ecuacion de Laplace: 
 
        dif(f,x,2) + dif(f,y,2) = 0 
 
En este caso, dicha suma es: 
 
6�x + 6�y 
 
Por lo tanto, en este caso: 
 
#27:                       La funcion no es armonica 
 
EJERCICIO 4 
 
EJERCICIO 4 a) 
 
#28:  ArmonicaConjugadaU(2�x�(1 - y)) 
 
Las funciones parte real e imaginaria de una función analítica son 
 
funciones armónicas. Además, utilizando las condiciones de 
 
Cauchy-Riemann, conocida la parte real u, es posible determinar la parte 
 
imaginaria v (armónica conjugada). Suponiendo que la función 
 
introducida es la parte real de una función analítica, se tiene: 
 
                                                           2           
#29:  La función es armónica y una armónica conjugada es, x  - y�(y -  
 
           
        2) 
 
 
 
 



EJERCICIO 4 b) 
 
                                3        2  
#30:  ArmonicaConjugadaV(2�x - x  + 3�x�y ) 
 
Las funciones parte real e imaginaria de una función analítica son 
 
funciones armónicas. Además, utilizando las condiciones de 
 
Cauchy-Riemann, conocida la parte imaginaria v, es posible determinar la parte 
 
real u (armónica conjugada). Suponiendo que la función introducida es 
 
la parte imaginaria de una función analítica, se tiene: 
 
                                                             2      3    
#31:  La función es armónica y una armónica conjugada es, 3�x �y - y  -  
 
            
        2�y 
 
EJERCICIO 4 c) 
 
                          3    3  
#32:  ArmonicaConjugadaU(x  + y ) 
 
Las funciones parte real e imaginaria de una función analítica son 
 
funciones armónicas. Además, utilizando las condiciones de 
 
Cauchy-Riemann, conocida la parte real u, es posible determinar la parte 
 
imaginaria v (armónica conjugada). Suponiendo que la función 
 
introducida es la parte real de una función analítica, se tiene: 
 
#33:                       La función no es armónica 
 
EJERCICIO 5 
 
EJERCICIO 5 a) 
 
                      2               2        3  
#34:  Singularidades(z  + z, z�(z + 1) �(z - 1) ) 
 
                                0    es     evitable   
                                                       
#35:                    polo   -1   orden       1      
                                                       
                        polo    1   orden       3      
 
 
 
 
 
 



EJERCICIO 5 b) 
 
#36:  Singularidades(SIN(z), z�(z + 1)) 
 
                                0    es     evitable   
#37:                                                   
                        polo   -1   orden       1      
 
EJERCICIO 5 c) 
 
                      6        5       4         3       2               
#38:  Singularidades(z  - 6�A�z  - 15�z  + 20�A�z  + 15�z  - 6�A�z - 1,  
 
         4        3      2              
        z  - 4�A�z  - 3�z  - 4�A�z - 4) 
 
                               A     es     evitable   
                                                       
                       polo   -A    orden       1      
#39:                                                   
                       polo   2�A   orden       2      
                                                       
                       polo    ∞    orden       2      
 


