
#1:   LOAD(C:\Derive\Complejos.mth) 
 
#2:                             true 
 

PRÁCTICA 5 

 
EJERCICIO 1 
 
             k   
#3:   (z - a) �f 
 
      d k - 1         k    
#4:         ((z - a) �f) 
      dz                   
 
           1     d k - 1         k    
#5:   -.�      ((z - a) �f) 
       (k - 1)!  dz                   
 
               1     d k - 1         k    
#6:   lim -.�      ((z - a) �f) 
      z→a  (k - 1)!  dz                   
 
                                              1     d k - 1  
#7:   residuopolopractica(f, a, k) ≔ lim -.�       
                                     z→a  (k - 1)!  dz       
 
                k    
        ((z - a) �f) 
                     
 
EJERCICIO DE COMPROBACIÓN 
 
                                  2                   
                               2�z  + 5�z             
#8:   residuopolopractica-., -2, 1 
                                    2       2         
                          (z + 2)�(z  + 4)�z          
 
                                   1  
#9:                            - -. 
                                  16  
 
 
 
 
 
 



EJERCICIO 2 
 
                  3      2           3           2       
#10:  Residuos(2�z  + 2�z , z�(z + 1) �(z - 4)�(z  + 4)) 
 
                0      es         evitable                   
                                                             
                                                     4       
       polo    -1     orden   2    residuo       - -.     
                                                    125      
                                                             
                                               1      11�A   
       polo    2�A    orden   1    residuo   -. + -.  
#11:                                          125      250   
                                                             
                                               1      11�A   
       polo   - 2�A   orden   1    residuo   -. - -.  
                                              125      250   
                                                             
                                                    2        
       polo     4     orden   1    residuo        -.      
                                                   125       
 
EJERCICIO 3 
 
EJERCICIO 3 a) 
 
                          3      2           3           2    
#12:  IntegralResiduos(2�z  + 2�z , z�(z + 1) �(z - 4)�(z  +  
 
                          
        4), Modulo(z), 5) 
 
Las singularidades y sus residuos son  
 
  0  es     evitable     
 
polo  -1  orden  2  residuo  -4/125  
 
polo  2A  orden  1  residuo  (1/125)+((11A)/250)  
 
polo  -2A  orden  1  residuo  (1/125)-((11A)/250)  
 
polo  4  orden  1  residuo  2/125  
 
Los polos interiores a la curva de integración son  
 
-1 2A -2A 4  
 
Por tanto, el valor de la integral es 2KA multiplicado por la suma de 
 



los correspondientes residuos, esto es:  
 
#13:                              0 
 
EJERCICIO 3 b) 
 
                         3      2           3           2    
#14:  IntegralResiduos2�z  + 2�z , z�(z + 1) �(z - 4)�(z  +  
                                                             
 
                        3  
        4), Modulo(z), -. 
                        2  
 
Las singularidades y sus residuos son  
 
  0  es     evitable     
 
polo  -1  orden  2  residuo  -4/125  
 
polo  2A  orden  1  residuo  (1/125)+((11A)/250)  
 
polo  -2A  orden  1  residuo  (1/125)-((11A)/250)  
 
polo  4  orden  1  residuo  2/125  
 
Los polos interiores a la curva de integración son  
 
-1  
 
Por tanto, el valor de la integral es 2KA multiplicado por la suma de 
 
los correspondientes residuos, esto es:  
 
                                 8�K�A  
#15:                          - -. 
                                  125   
 
EJERCICIO 3 c) 
 
                          3      2           3           2    
#16:  IntegralResiduos(2�z  + 2�z , z�(z + 1) �(z - 4)�(z  +  
 
                          
        4), Modulo(z), 4) 
 
En este caso no se puede aplicar el teorema de los residuos puesto que al menos 
 
un polo está en el contorno de la curva de integración. Por tanto, 
 
 



#17:  El valor de la integral, mediante este método es  
 
        DESCONOCIDO 
 
EJERCICIO 3 d) 
 
                          3      2           3           2    
#18:  IntegralResiduos(2�z  + 2�z , z�(z + 1) �(z - 4)�(z  +  
 
                               
        4), Modulo(z - 10), 3) 
 
Las singularidades y sus residuos son  
 
  0  es     evitable     
 
polo  -1  orden  2  residuo  -4/125  
 
polo  2A  orden  1  residuo  (1/125)+((11A)/250)  
 
polo  -2A  orden  1  residuo  (1/125)-((11A)/250)  
 
polo  4  orden  1  residuo  2/125  
 
Como todos los polos están fuera de la curva de integración, el valor 
 
de la integral es nulo:  
 
#19:                              0 
 
EJERCICIO 4 
 
                                    1        
#20:  IntegralTrigonometrica-. 
                             37 - 12�COS(θ)  
 
Teniendo en cuenta el cambio z=U^(Aθ), se tiene que: 
 
   cos(θ) = (U^(Aθ)+U^(-Aθ))/2    = (z^2+1)/(2z) 
 
   sin(θ) = (U^(Aθ)-U^(-Aθ))/(2A) = (z^2-1)/(2Az) 
 
       dθ = dz/(Az) 
 
Además, dicho cambio conlleva a su vez a considerar la circunferencia |z|=1 
 
como recinto de integración. Por tanto, realizando dicho cambio, el 
 
resultado de la integral trigonométrica coincide con el resultado de la 
 
integral de variable compleja de la función 
 



A/(6�z^2 - 37�z + 6) 
 
obtenida al realizar las sustituciones anteriores, a lo largo de la 
 
circunferencia unidad. Por tanto, utilizando el teorema de los residuos, se 
 
obtiene: 
 
Las singularidades y sus residuos son  
 
polo  1/6  orden  1  residuo  -A/35  
 
polo  6  orden  1  residuo  A/35  
 
Los polos interiores a la curva de integración son  
 
1/6  
 
Por tanto, el valor de la integral es 2KA multiplicado por la suma de 
 
los correspondientes residuos, esto es:  
 
                                 2�K  
#21:                            -. 
                                  35  
 
EJERCICIO 5 
 
EJERCICIO 5 a) 
 
                          1    
      RacionalImpropia-. 
#22:                    6      
                       x  + 1  
 
lim [zf(z)] = 0 cuando z→∞ y no hay raíces reales. Se puede 
 
calcular el VPC mediante el teorema de los residuos. Las singularidades y sus 
 
residuos son:  
 
polo  ((√3)/2)+(A/2)  orden  1  residuo  (-(√3)/12)-(A/12)  
 
polo  ((√3)/2)-(A/2)  orden  1  residuo  (-(√3)/12)+(A/12)  
 
polo  (-(√3)/2)+(A/2)  orden  1  residuo  ((√3)/12)-(A/12)  
 
polo  (-(√3)/2)-(A/2)  orden  1  residuo  ((√3)/12)+(A/12)  
 
polo  A  orden  1  residuo  -A/6  
 
polo  -A  orden  1  residuo  A/6  



 
Los polos que están dentro del semiplano superior son:  
 
((√3)/2)+(A/2) (-(√3)/2)+(A/2) A  
 
Por tanto, el valor principal de Cauchy será 2KA por la suma de los 
 
residuos de las singularidades interiores al semiplano más KA por 
 
la suma de los residuos de los polos simples reales. Como el integrando es 
una 
 
función par, la existencia del VPC implica la convergencia de la integral. 
 
Además, la integral extendida a los intervalos [0,∞) ó (-∞,0] 
 
será la mitad del resultado. Así, el valor de la integral extendida al 
 
intervalo (-∞,∞) es:  
 
                                 2�K  
#23:                            -. 
                                  3   
 
        2�K   
       -.  
#24:     3    
      -. 
         2    
 
                                  K  
#25:                             -. 
                                  3  
 
EJERCICIO 5 b) 
 
                                   2            
                                  x             
#26:  RacionalImpropia-. 
                         2        2             
                       (x  + 1)�(x  + 2�x + 2)  
 
lim [zf(z)] = 0 cuando z→∞ y no hay raíces reales. Se puede 
 
calcular el VPC mediante el teorema de los residuos. Las singularidades y sus 
 
residuos son:  
 
polo  A  orden  1  residuo  (1/5)+(A/10)  
 
polo  -A  orden  1  residuo  (1/5)-(A/10)  



 
polo  (-1)+A  orden  1  residuo  (-1/5)-((2A)/5)  
 
polo  (-1)-A  orden  1  residuo  (-1/5)+((2A)/5)  
 
Los polos que están dentro del semiplano superior son:  
 
A (-1)+A  
 
Por tanto, el valor principal de Cauchy será 2KA por la suma de los 
 
residuos de las singularidades interiores al semiplano más KA por 
 
la suma de los residuos de los polos simples reales. Como el grado del 
 
denominador es superior en dos o más unidades al grado del numerador, la 
 
integral extendica al intervalo (-∞,∞) es convergente. Por otro lado, 
 
como el integrando no es una función par, no podemos asegurar la 
 
convergencia de las integrales extendidas a (-∞,0] y [0,∞). Así, el 
 
valor de la integral extendida al intervalo (-∞,∞) es:  
 
                                 3�K  
#27:                            -. 
                                  5   
 
EJERCICIO 5 c) 
 
                          x    
      RacionalImpropia-. 
#28:                    2      
                       x  + 1  
 
#29:  No se puede aplicar el teorema de los residuos puesto  
 
        que el límite de zf(z) no es cero cuando z→∞ 
 
EJERCICIO 6 
 
EJERCICIO 6 a) 
 
                                        1    
      CosenoRacionalImpropiaCOS(x), -. 
#30:                                  2      
                                     x  + 9  
 
lim f(z) = 0 cuando z→∞ y no hay raíces reales. Se puede calcular 
 



el VPC mediante el teorema de los residuos. Las singularidades y sus residuos 
 
son:  
 
polo  3A  orden  1  residuo  -A/(6(U^3))  
 
polo  -3A  orden  1  residuo  ((U^3)A)/6  
 
Los polos que están dentro del semiplano superior son:  
 
3A  
 
Por tanto, el valor principal de Cauchy será 2KA por la suma de los 
 
residuos de las singularidades interiores al semiplano más KA por 
 
la suma de los residuos de los polos simples reales. Como el integrando es 
una 
 
función par, la existencia del VPC implica la convergencia de la integral. 
 
Además, la integral extendida a los intervalos [0,∞) ó (-∞,0] 
 
será la mitad del resultado. Así, considerando la parte real del 
 
resultado (por ser un coseno), el valor de la integral extendida al intervalo 
 
(-∞,∞) es la parte real de K/(3(U^3)) Es decir:  
 
                                  K   
                               -. 
#31:                               3  
                                3�U   
 
EJERCICIO 6 b) 
 
                                          2    
                                         x     
#32:  CosenoRacionalImpropiaCOS(2�x), -. 
                                        2      
                                       x  + 2  
 
#33:  No se puede aplicar el teorema de los residuos puesto  
 
        que el límite de f(z) no es cero cuando z→∞ 
 
 
 
 
 
 



EJERCICIO 6 c) 
 
                                           1       
      SenoRacionalImpropiaSIN(2�x), -. 
#34:                                  2            
                                     x  - 2�x + 2  
 
lim f(z) = 0 cuando z→∞ y no hay raíces reales. Se puede calcular 
 
el VPC mediante el teorema de los residuos. Las singularidades y sus residuos 
 
son:  
 
polo  1+A  orden  1  residuo  
 
((SIN2)/(2(U^2)))-((ACOS2)/(2(U^2)))  
 
polo  1-A  orden  1  residuo  (-((U^2)SIN2)/2)+(((U^2)ACOS2)/2) 
 
 
 
Los polos que están dentro del semiplano superior son:  
 
1+A  
 
Por tanto, el valor principal de Cauchy será 2KA por la suma de los 
 
residuos de las singularidades interiores al semiplano más KA por 
 
la suma de los residuos de los polos simples reales. Como el grado del 
 
polinomio del denominador es superior en dos o más unidades al grado del 
 
polinomio del numerador, la integral extendida al intervalo (-∞,∞) es 
 
convergente. Por otro lado, como el integrando no es una función par, no 
 
podemos asegurar la convergencia de las integrales extendidas a (-∞,0] y 
 
[0,∞). Por lo tanto, considerando la parte imaginaria del resultado (por 
 
ser un seno), el valor de la integral extendida al intervalo (-∞,∞) es 
 
la parte imaginaria de: ((KCOS2)/(U^2))+((KASIN2)/(U^2)) Es 
 
decir:  
 
                              K�SIN(2)  
                             -. 
#35:                              2     
                                 U      
 



EJERCICIO 7 
 
#36:  dilatacionpractica(z, a) ≔ a�z 
 
EJERCICIO DE COMPROBACIÓN 
 
#37:  dilatacionpractica(√2�A, 3) 
 
#38:                           3�√2�A 
 
EJERCICIO 8 
 
EJERCICIO 8 a) 
 
                      K  
#39:  Rotacion1 + A, -. 
                      4  
 
#40:                            √2�A 
 
EJERCICIO 8 b) 
 
#41:  Traslacion(3�√2�A, 1 - 2�A) 
 
#42:                      1 + A�(3�√2 - 2) 
 
EJERCICIO 9 
 
#43:  SemiplanoCirculo(A, ∞, -1) 
 
La transformación bilineal w=(az+b)/(cz+d) que transforma el semiplano 
 
superior en el círculo unidad de tal forma que el punto z0 se aplica en el 
 
origen y los puntos del eje real se aplican en el contorno de la circunferencia 
 
unidad, se obtiene de la expresión: 
 
                    (z-z0) 
 
     w= U^(Aθ) ----------------- 
 
               (z-CONJUGADO(z0)) 
 
donde la constante real θ se puede obtener conocida la imagen w1 de un 
 
punto z1. Sustituyendo los valores dados en la expresión anterior y 
 
despejando w, se obtiene: 
 
 



                              (-1)�z + (A)  
#44:                     w = -. 
                               (1)�z + (A)  
 


