Preliminares del tema 4

Contenidos de los preliminares

e Rotacional de un campo vectorial

e Construccién de la funcién potencial en R3
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4.1. Rotacional de un campo vectorial
Formula
Sea F = (P,Q,R) un campo vectorial de R® a R>.

El rotacional de un campo vectorial es otro campo vectorial que,
en cada punto, nos da una indicaciéon de cémo el campo forma
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. E—
remolinos en la cercania de dicho punto. Se define el rotacional
de F' como el campo vectorial /<—\
v 7 k
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Ejercicios resueltos

e Sea F(z,y,2) = ay7— 2y 7+ 2zyz k. Calcular E{(ﬁ)

T 7k
., > o o 0 0
ob(F) = VxF=| o
ry —2y 22xyz
. 8(2xyz)_, 8(:1:y)_, 8(—2y)_> a(wy)_, 8(—2y)_) 8(2wyz)_’
- Jy ’ 0z It ox i oy bt 0z ot ox J

= 2zxzi’+ 07+ Ok — zk + 07 — 2yzr= (2zz, —2yz, —x)

Grupo EDUMATICUS. Departamento de Matematica Aplicada. Universidad de Malaga 3

Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Preliminares del tema 4

Ejercicios propuestos

o Sea F(xz,y,2) = y222 7+ 2222 7+ 22y k. Calcular R(ﬁ)
Solucién: 2 (z2(y — 2),y%(z — z),2%(z — y))

o Sea F(z,y,2) =z27—y? 7+ 222y k. Calcular R(ﬁ)
Solucién: (222, z — 4ay, 0)
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4.2. Construccion de la funcién potencial en R>

P(z,y,2) dz 4+ Q(z,y, 2) dy 4+ R(z,y,2) dz esexactasi U : S C R3 — R tal que

ou oUu

% ZP(CIZ,y, Z) ; 8_y ZQ(IB,y,Z) y aa_(Z]:R(xayaz)

Recordemos que se tiene la siguiente caracterizacion:

P(z,y,z)dx 4+ Q(x,y,z) dy + R(x,y,2z) dz es exacta

)

( OP(z,vy, z) _ 0Q(x,y, z)

dy ox
OP(z,y,2) _ OR(z,y,2)

4
0z ox
0Q(z,y,z) _ OR(z,y,2)
L 0z oy
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También se puede comprobar que una forma diferencial

P(z,y,2) dz + Q(z,y, 2) dy + R(z,y,2) dz
es exacta si y solo si &(ﬁ) =0 siendo F = (P,Q, R).

Primer método

Dada una forma diferencial exacta P(z,vy,z) de + Q(z,y, z) dy + R(z,y, 2) dz, la funcidn
potencial U(x,y,z) debe verificar las siguientes tres condiciones

oU oUu oU
— =P(z,y,2) ; T =Qy=z ; — =R(@®vy2)
ox oy 0z

Partiendo de la primera de estas condiciones se obtiene

U(x,y,z) = /P(ar;,y, z) dx + D(y, 2)

donde la funcién @(y, z) se determina derivando la expresidn anterior con respecto a las variables
y y z eigualdndolas a las funciones Q(x,y,2) y R(x,y,z) respectivamente.

De forma analoga, podemos empezar por cualquiera de las otras dos condiciones y proceder de
forma similar a lo realizado.
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Segundo método

Por ser P(x,vy,z)dx+ Q(x,vy, z)dy+ R(x,y,2) dz una forma diferencial exacta tendremos
que, dadas las constantes a,b,c € R,

(z,y,2)
/ P(p) q, 7") dp + Q(pa q, T) dq + R(pa q, T) dr = U(mv Y, Z) - U(CL, b7 C)
(a,b,c)

independientemente del camino que una el punto (a,b,c) con el punto (zx,y, z).

Teniendo en cuenta que U(a,b,c) es una constante, y que el potencial va a ser tnico salvo
constantes, podemos calcular el potencial mediante
(z.y,2)
U(z,y,2) = / P(p,q,r) dp+ Q(p,q,7) dg + R(p,q,r) dr
(a,b,c)
a lo largo de cualquier camino que una el punto (a,b,c) con el punto (x,y,z).

Consideremos la quebrada formada por los segmentos C;, C> y Csz cuyas parametrizaciones
vienen dadas por:
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) = { a(t) = (t,b,c) tea,x]

a'(t) = (1,0,0) .
Co = { a(t) = (z,t,c) teby]
— |l &@®) =(0,1,0) |
C3 = { O—é(t) = (w,y,t) t e [C, Z] . Y
|l @) =(0,0,1) = =

Aplicando la propiedad de aditividad con respecto al camino de integracion, se verifica

("'E7y7z)
U(z,y,z) = /( ) P(p,q,7)dp+ Q(p,q,r) dg + R(p,q,r) dr
a,b,c

= / P(z,y,z) dz + Q(z,y, 2) dy + R(z,y, 2) dz

C1

Co

+ [ P(=x,y,2)dz + Q(x,y,2) dy + R(z,y,2) dz
Cs

T y z
= / P(t,b,c) dt-l—/ Q(z,t,c) dt—l—/ R(xz,y,t) dt
a b c
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Obsérvese que las constantes a,b y ¢ son arbitrarias, por lo que podremos asignarles el valor
que creamos mds oportuno. El valor nulo para las tres constantes suele ser un valor apropiado.

Ejercicios resueltos
e Dada la forma diferencial
(23:yz3 —+ 2y) dx + (33223 + 2z + 6y) dy + (3x2y22 + 22) dz

calcular, si existe, su potencial.

Para ver si existe el potencial tendremos que ver que las derivadas parciales cruzadas coinciden

dos a dos:
0 (2zyz3 4 2 O (x2234+2x+6
ey +2y) _, 5., O v)
oy ox
0 (2zxyz3 + 2 0 (3z2yz2 + 2z
Rey2+2y) g 0037 )
0z ox
15) (m223 + 22 + 6y) 32,2 — 0 (3m2y22 + 22)
0z dy
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Primer método

Sea
U(z,y,z) = /P(xayaz) dz 4 ®(y, 2)
= / (2:1:yz3 + 2y) dz + P(y, 2)
= 2°%y2° 4 22y + P(y,2)
aU(x7y)Z) — Q(m,y,z) — m2z3+2x+M:x2z3+2x+6y
Jy dy
Por tanto,
0P (y,
% =6y = P(y,2) = /6y dy + ©(2) = 3y + ¢(2)

= U(x,y,2) = 2%yz> + 2zy + 3y° + p(2)
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Por ultimo, calculando parciales con respecto a z:

oU(z,y, 2)

5 = R(z,y,2) == 32%yz2+ ¢'(2) = 32°%yz° 4+ 2z
z

= ¢/(2) = 2z == p(z) = 2
Asi, U(z,y,z) = 2%yz3 + 2zy + 3y + 2°.

Segundo método

Ulz,y,2) = /xP(t,o,O) dt-l—/yQ(w,t,O) dt+/zR(x,y,t) dt
0 0 0

x Yy z
/ Odt+/ (2z + 6t) dt—|—/ (3z%yt* + 2t) dt
0 0 0

= 2zy+ 3y2 + x2yz3 + 22
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Ejercicios propuestos
e Dada la forma diferencial
(yz+y+z2z)de+(zz+z+2) dy+ (zy+x+y+22) dz

calcular, si existe, su potencial.
Solucién: zyz + zy + zz + yz + 22

e Dada la forma diferencial
(3:1:2yz —+ x2) dx + 3z dy + x3y dz

calcular, si existe, su potencial.

23
Solucién: 3 + 23yz

e Dada la forma diferencial
(J;2yz + xz) dz 4 23 dy 4+ zyz dz

calcular, si existe, su potencial.

Solucién: no es exacta
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