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1.1. Propiedades de los logaritmos

Formulas
Ina + Inb = In(ab)
Ina —Inb = In (9)
b
rina=Ina"

Ejercicios resueltos

1
= Agrupar la expresion > In (:c2 + 1) —In(x+2)

N[

—In(z+2)=Inyz2+1—In(z+2)
(55

x+ 2

SIn(@2+1) —In(@+2) = In(e? +1)
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» Agrupar la expresion 2In(z+ 1)+ 3In(z+2) —4In(x + 5)
2In(z+1)+3In(@+2)—4In(z+5) = In(z+1)°+In(z+2)°>—In(z+5)*

m(@+1fm+af)
(z+5)

Ejercicios propuestos

= Agrupar la expresiéon 2Ina—5Inb+4Inc Solucién: In <“Z§4>

(z — 1>2¢m>

1
= Agrupar la expresién 2In(z — 1) + > In(x+3) —In(x+5)  Solucisn: In< P

L1 3 5
= Agrupar la expresion > In(z+1)+ > In(z+2) — 5 In(z — 1)

\/:v+1(x+2)\/;v+2>

Solucién: In ( o1V 1

Grupo EDUMATICUS. Departamento de Matematica Aplicada. Universidad de Mélaga 4




Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Preliminares del tema 1

1.2. Un par de primitivas elementales

Formulas

f'(@)
f(x)

dz = In [f(m)} +C

f(x)
I gz =arctg[f(z)] + C
/1+ TSk arctg[f(z)]

Ejercicios resueltos

-/ 1 der=In(z—-2)+C
x—2

-/de=1/idxzéln(aﬁ—a+c=|n\/a:2—5+c

2 -5 2 z2 -5

1
-/ dz = arctgxz + C

x2+1
1 1 1 2 1
s [ dz=[-— " dr== | — 2  dr=-arctg(2z) +C
422 + 1 (22)2 + 1 2 ) (2x)2+1 2
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1
A I S 3 N Sy B B i
/w2+4dm 4/:%2+1dx 4/<§)2+1dm 2/(g>2+1dx parcta (¢

T . T _l 2x _l 5
-/—x4+1d:p—/—($2)2+1dm—2/—(x2)2+1d33—28rCtg(£C )+ C

Ejercicios propuestos

2
" / dx Solucién: In(z — 3)2 + C
rx—3
2_1
n /x—dm Solucién: In ¥/23 — 3z + C
z3 — 3z
5
" /9332—4-1(1:6 Solucién: garctg (3z)+C
1
. /33'2 5 dzx Solucién: garctg (%) +C
2
] /:):— dx Solucién: iarctg (xi‘) +C
64 + x6 24 8
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1.3. Algunas ideas sobre la funcién arcotangente

Ideas

Se define la funciéon arctgxz como la inversa de la funcidon tgx. Asi, para calcular el valor de
arctga sélo hay que pensar en el valor de b que cumpla que tgb = a. Por ejemplo tenemos
que:
e Y
arctgl = 2 ; arctg0 =0 ; arctgoo = >

1.4. Funciones hiperbdlicas

Formulas
et —e 7 et +e %
senhe = ——— ; coshx = ———
2 2
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1.5. Descomposicidon en fracciones simples

Procedimiento
P(x)
Q(x)

mayor que el grado del numerador. Pretendemos descomponer este cociente en suma de una serie
de fracciones que tengan una expresion mas “manejable”.

Sea

una funcién racional (cociente de polinomios) tal que el grado del denominador es

La clave del procedimiento va a estar en las raices del polinomio Q(x) del denominador. Por
cada raiz del denominador se tiene una descomposicion en fracciones, dependiendo del orden de
multiplicidad de la raiz. Analicemos esos casos

= 7 una raiz real simple.
Ax

r—T

con A1 n° real a determinar

= 7 una raiz real doble.
Al As

con A1, Ao n° reales a determinar
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= 7 una raiz real triple.
A Ao Asz
>t 3
x—r (z—r) (x—1)

con A1, Ao, Az n° reales a determinar

m 7 una raiz real de orden k.

A A A A
- + 2 5+ 2 3+‘ : '+—k con A1, An,..., Ar n° reales a determinar
x—r (x—7r) (z—r)

(x—r k

= p y p raices complejas simples y conjugadas.

Mx + N : : : ,
——— 5 ¢nM,N n° reales a determinar y z2+ax+b el polinomio de raices p y 7
z2 4+ ax +0b

= p y p raices complejas conjugadas de orden k.
Mix + Ni Mox + Np Myx 4+ Ni
24ax+b (22 + az +b)? (22 + az + b)"
con My,..., My, N1i,..., Ni n°reales a determinar y z2+ax+b el polinomio de raices p y o
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Ejercicios resueltos

. : ., 1
= Descomponer en fracciones simples la funcion ——
z(zx—1)
1 . A+ B  A(x—-1)+ Bz
z(z—1) = =xz—-1 z(zx—1)

—= (igualando numeradores) A(x — 1)+ Bz =1
Para 1=0 = —-A=1 = A=-1

Pata x=1 =— B=1

1 1 1
- =4
z(x—1) r x—1
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= Descomponer en fracciones simples la funcién 1
(z —1)(z+3)
1 _ A n B :A(m+3)+B(x—1)
(x —1)(x+ 3) x—1 =43 (z —1)(xz—3)

— A@+3)+Br-1)=1

1
Para t=-3 — —-4B=1 — B=-—

1
Para =1 =— 4A=1 =— A==

1 1/4  1/4

= G-1D@+3) 2-1 243
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Descomponer en fracciones simples la funcién 22% 43
] i i unci
(z —2)(x+1)(z - 1)
272 + 3 A B C
T = + +
(r—2)(x+1)(x—1) xr—2 x+1 x-1

_ A+ DNE-1)+BE-2)@-1)+C@-2)(=z+1)
(z—=2)(z+1)(z—1)

= A+ 1)(@-1)+Br-2)(z-1)+Cx—-2)(z+1)=22°+3

11
Para 1=2 =— 34=11 —=— A= —

- Para t=-1 — 6B=5 — B:g

Para =1 — -2C0=5 — 02_5

2
_ 2z2 4+ 3 _11/3 | 5/6  5/2
(z—-2)z+1D(z-1) z-2 z4+1 z-1
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. . ., x—2
= Descomponer en fracciones simples la funcién
(z —5)(z+1)3
x—2 A B C D

(z—-5)(z+1)3 z—5 z+1 (z+1)2 (z+1)3

A(z+1)°+ Bz -5)(x+1)*+ C(z = 5)(z + 1) + D(z — 5)
(z —5)(z+1)°

= A(z+1)°*+Bx-5)(z+1)>2+Cx-5(x+1)+D(x—-5)=z—-2

(
1
Para r=-1 — —-6D=-3 — D=1§
Para =5 =— 2164 =3 — A:5
—{ Paraz=0 = A-5B-50-5D=-2 = _53_5023_2
Para x=1 =— 8A4-16B-8C —-4D=-1 — —16B—80=2
1 1
y asi B=—-——:C=—-——
\ 72 12
T —2 _1/72 1/72 1/12 1/2

::>(x—5)(m—|—1)3_3:—5 z+1 (z+1)2 (z+1)3
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1
(a:—l)(a:2+:1:+2)

= Descomponer en fracciones simples la funcién

—1++/12-4.1.2  —14++/—7

PH+r+2=0 = z= raices complejas

2 2
1 _ A Bz+C  A(?+z4+2)+ (Bz+C)(xz—1)
(z—-1)(z°+z+2) -1 224+z+2 (z—1) (@2 + 2+ 2)

= A(@’4+2+2)+Br+C)(z-1)=1

1
( Para x =1 =— 4A=1 — A:Z
1
= Para xr=0 =— 2A-C =1 — C=2A—1:—§
KPara r=-1 — 2A4+2B-2C=1 — B:W:_l
1 1/4 1/4x+1/2

= (a:—l)(:):2+:v+2) z—1 x224xz+2
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223+ 3z +5
(z — 1) (z—2)° (:c2—|—23:—i—5) (x2—2:c—|—3)

= Descomponer en fracciones simples la funcion

dejando indicados los coeficientes.

—24+4/22-4.1.5 —2+4++/-16
?+2r+5=0 = z= =

raices complejas

2 2
2 —-2)2_-4.1. 24—
22 —2x4+3=0 = z= + \/( )2 3 = :l:2 8 raices complejas

Por lo tanto la descomposicién en fracciones simples sera:

A B C D Ex+ F Gx+ H
m—l+x—2+(x—2)2+(x—2)3+m2-|-2m-|-5 x2 —2x+ 3

Ejercicios propuestos

. . ., x4+ 1
= Descomponer en fracciones simples la funcion —— Solucion: /2. _ 1/2
(r —2)x r—2 oz
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. . ., 2z 2 1/2
= Descomponer en fracciones simples la funcién Solucion: 12 4 Y/
(x —=3)(z+1) c—3 ' 41
. . ., 2+ 3z
= Descomponer en fracciones simples la funcién
(x=3)(x+1)(z —4)
-9/2  1/1 2
Solucién: 9/ — /10 + 8/5
r—3 x+1 r—4
. . ., r+ 3
= Descomponer en fracciones simples la funcién 5
(z —3)?(z +2)(x —5)
Sowcign. —7/25  3/5  1/175  2/7
xz—3 (x—3)2 =z42 =zx-5
. . ., 2z — 3
= Descomponer en fracciones simples la funcién 5
(x4 2) (z* + 3z + 4)
Solucién: —7/2 72z +11/2
x4+ 2 2+ 3z + 4
3r—2

Descomponer en fracciones simples la funcién dejando

(z4+2)%(z—1)3 (:c2 + 4x + 5)
indicados los coeficientes.
LA B c D E Fz 4G
Solucién: St e Tt T o T o1 T2t art5
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T — 2
(z4+2)%z (:1:2+:1:+5)

dejando indicados

= Descomponer en fracciones simples la funcién

los coeficientes.
A B c D Ex+F
Solucién: w—|—2+(:v+2)2+(x+2)3+x+z2+az+5

. . . r—5 :
= Descomponer en fracciones simples la funcién dejando

z3 (2?2 4+ 4z +5) (2?2 4+ 22+ 2)

indicados los coeficientes.
Dz + E Fz+4+G

22+4x+5 x242x+2

A B
Solucién: — + — + g +
r 2 z3

1.6. Método de integracion por partes

Formula

/udvzuv—/vdu

Esta férmula la podemos aplicar cuando queramos integrar el producto de una funcién por la
derivada de otra. Serd dtil cuando v du sea mds sencilla de calcular que /u dv. A veces

habrd que aplicar mds de una vez el método para calcular la integral.
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Ejercicios resueltos

» Calcular /azsenxdx

u=ux du = dz
y asi,
dv =senx dz v = — COSx

/:psen xdx = x(— cos :z:)—/ — cosxdx = —x COS gc—i—/ cosxdx = —x cosz+senxz+C

s Calcular /x2 e?” dx

u==zx du = 2z dx

y asi,

1
dv = e2* dx v=—e%*
2

1 1 2e2:1:
/mze%da)=:102—e2“”3—/—e2”2:1:da:=aj —/a:eQxdx*
2 2 2

Para calcular esta ultima integral volvemos a aplicar el método de integracion por partes
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u=2=x du = dx
1 y asi,
dv = e2* dx v=—e%*
2
1 1 e?r 1 e?r 1
/:ve2gﬁd:1:=x—e2m—/—e2”gdx=aC ——/e%dac:aC ——e¥4C
2 2 2 2 2 4

Por lo tanto, sustituyendo en * nos queda

2e2:c 2e2x e2x 1
/mzez"”d:p =2 —/:Eehdcczx _(m —Zezx-l-C)

2 2 2
2
T T 1
= e (= -+ )+C
2 2 4
= Calcular /Inwdx
1
u=Inx du = — dzx
X /
y asi,
dv = dx v=ux
1
nzde=Inz-z2— [ z—dr=zlnx — de=zlnhze—a+C=z(Inz—-1)+C
xr
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= Calcular /sen re®dr
u=Ssenxzx du = cosz dzx
y asi,
dv=e"dzx v=e"

/senxexdmzsenxex—/excos:rdx*

Para calcular esta Gltima integral volvemos a aplicar el método de integracion por partes

u = COSx du = —senz dx
y asi,
dv=e"dzx v=e"
/COSxexdeCOSxex—/ex(—Senx) da::COSxe’*"-l-/sena:e”da;

Por lo tanto, sustituyendo en * nos queda

/senxe”dx = senmex—/e‘UCOSmdm:senmex— (cos:z:ex—I—/sen:cemdx)
= senxex—COSxex—/senxexd:p
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Sile llamamos I a /Senxez dx nos queda:

e*(senxz — cosz
I =senzxe®—coszxe®—] = 2] =senzxe®—cosxe’ =— [ = ( )

2
A este tipo de integrales se le suele conocer con el nombre de ciclicas.
Ejercicios propuestos
. /af;COSx dx Solucién: zsenz 4 cosz + C
. / 2z2e % dx Solucién: —2e® (22 + 2z +2) + C
n / arctgx dx Solucién: zarctgz —Iny/z2 4+ 14 C
. / cosze3 dx Solucion: &3 Cos_‘l”g tsens) | o
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1.7. Razones trigonométricas del angulo doble

Formulas

sen (2z) = 2senzcosz | cos (2z) = cos’z — sen? z

1.8. Un par de ejercicios de primitivas

Ejercicios resueltos

-1 - 2(52+a2)

] / " du. Empezamos descomponiendo en fracciones simples:
u
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1 1 A B  A(u+1)+B(u—-1)

21 - DetD a1 turi  G@_Da+D

= A(u+1)4+Bu—-1)=1
1
Para u=-1 — -2B=1 — B=—§

1
Para u=1 — 24=1 — A=§
1 12 1/2
w2—1 wu—-1 u+1

1 _ 12 1/2 1 1
/ du = /(u_l—u+1)du—aln(u—l)—aln(u—l—l)—l—C

y, por lo tanto, se tiene

= In(u—-1):-In(u+1):4+C=InvVu—-1-In\Jut1+C

u—1
= In +C
u-+1
Grupo EDUMATICUS. Departamento de Matematica Aplicada. Universidad de Mdlaga 23
Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Preliminares del tema 1

1.9. Infinitésimos equivalentes

Formulas

Las siguientes funciones son infinitésimos equivalentes cuando = — O:

2
senx ~ x : tgx ~x : 1—COS:1:~% : In(1+z)~=x

1.10. Regla de L'Hopital

Enunciado

Sean f(x) y g(z) dos funciones derivables en un entorno de un punto a. Si se tiene que

: (= . _ x
Iim f(z) = limg(x) = 0 y ademds existe Iim 7 ), entonces también existe 1Im 1 ),
T—a z—a T—a g’(;(;) z—a g(;p)

@ F@
ag@) | 1oag(e)

verificdndose:
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Notas
= El enunciado de este teorema también es vdlido para la indeterminaciéon —.
00

= Asimismo, se puede enunciar de forma analoga si a es co 6 —oo.
0 ,
J— O —_
0

!/
f'(z) : L .
se vuelve a presentar una indeterminacién del tipo
00

= Si en la expresion Iim
T—a g’(q;

se puede volver a aplicar la regla de L'Hépital (siempre y cuando se cumplan las hipdtesis de

aplicabilidad).

Ejercicios resueltos

_senc 0] . . ., LH .. COSx
ITm = 6 indeterminacién » = Iim 1 =1

n
z—0

z—0 x
_e'senx 0 ) L, vh . evsenx 4+ e* cosx
n lim—m = — indeterminacion » = Iim =1
z—0 T 0 z—0 1
22— 1+4cosx 0\ . . .. )Ywh. 2zx—senz (/0 . L
m Iim = — indeterminacién » = Iim —— — indeterminacién
z—0 32 0 z—0 6x 0
o 2—cosz 1
T 20 6 6
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Ejercicios propuestos

. x—Senx
m IIm— Solucién: —
z—0 23
_ x2—1
m | m —m— Solucién: —2
a—-1732 4 3z + 2
o et—1—x 1
m Iim Solucién: —
x—0 :172 2
26
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