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Ampliación de Cálculo de la Escuela Politécnica Superior

Relación 4. Ecuaciones en derivadas parciales de primer orden

1. Verificar si son integrables las siguientes ecuaciones de Pfaff. Resolverlas en caso afirmativo:

(a)
(
2x3 − z

)
dx+ 2x2yz dy + x(x+ z) dz = 0

(b) (3xz + 2y) dx+ x dy + x2 dz = 0

(c) (x− y) dx− x dy + z dz = 0

(d) x dx+ y dy + z dz = 0

(e) xy2exy dx+ yx2exy dy + xy dz = 0

(f) x dx+ y dy + xyz dz = 0

(g) 2(y + z) dx− (x+ z) dy + (2y − x+ z) dz = 0

(h) λx dx+ y dy + z dz = 0 con λ ∈ R

(i) (αx+ 2y + 2z) dx+ x dy − x dz = 0 con α ∈ R

(j) (x+ 2y + 2z) dx+ ax dy − x dz = 0 con a ∈ R

2. Calcular la solución general de:

(a) xp+ yq = 3z (b) xy(p− q) = (x− y)z (c) yp− xq = 2xyz

(d) (y − x)p+ (x+ y)q = 0 (e)
x

z
p+

z

y
q = 0 (f) (y + z)p+ (x− z)q + x+ y = 0

3. (a) Hallar la solución particular de la ecuación x2p+yq = z que contiene a la curva z = x2+y2 ; z = 1.

(b) Hallar la solución particular de la ecuación xy(p− q) = (x− y)z que contiene a la curva z = 1 ;
x2 + y2 = z2.

4. Calcular una integral completa de cada una de las siguientes ecuaciones en derivadas parciales:

(a) zp2 + y2q = y2p (b) p2 − q2 = 1 (c) p− x2 − y2 = q

(d) px+ qy +
pq

4
= z (e) pq = 8xy (f) p2 − z = −q2

(g) p2 + 4px+ 4qy = 4z + q2 (h) pxy + 2pq + qy = yz (i) p(p+ q) = 1

Problemas Propuestos

5. Verificar si son integrables las siguientes ecuaciones de Pfaff. Resolverlas en caso afirmativo:

(a) x2 dx− z2 dy − xy dz = 0

(b) yz dx− 2xz dy + xy dz = 0

(c) y2 dx− z dy + y dz = 0

(d) (z − x− 2y) dx+ (x+ z) dy − 2(x+ y) dz = 0
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(e) yz dx+ xz dy + xy dz = 0

(f) 3x2y2 dx+
(
2x3y + 1

)
dy +

1

z
dz = 0

(g) (x+ y) dx+ (x− y) dy + (x+ y − αz) dz = 0 con α ∈ R

(h) (y + a) dx+
z

y + a
dy − dz = 0 con a ∈ R

(i)
(
x2 − y2 + λz

)
dx+ 2xy dy + x dz = 0 con λ ∈ R

6. Calcular la solución general de:

(a) (y + z)p− (x+ z)q = x− y (b) y2zp− x2zq = x2y (c) p− x2 = q + y2 (d) p = q + x2

(e) p+ 2q = 7 (f) zp+ yq = 0 (g) x(z2 − y2)p− y(z2 − x2)q = z(y2 − x2)

7. (a) Hallar la solución particular de la ecuación yp− xq = 2xyz que contiene a la recta x = y = z.

(b) Hallar la solución particular de la ecuación xq = yp que pasa por la curva x = 0 ; z = y2.

(c) Hallar la solución particular de la ecuación p = 2xq que pasa por la curva x = 1 ; z = y2.

8. Calcular una integral completa de cada una de las siguientes ecuaciones en derivadas parciales:

(a) pq + qx = y (b) p = x2 + q (c) px+ qy − z = sen p tg q

(d)
p

x2
− q2

y
= 1 (e) p2 + q2 = 9 (f) p2 − q2 = x+ y

(g) yzp2 = q (h) p+ 2q = 7 (i) qxy + px2 = zx+
xpq

ln p

(j) q + xp = p2 (k) p2 + q2 = 4z (l) pq = z

(m) p2 + q2 − 2px = 2qy (n) z − px = qy + p3lnq + qp

(o) py − x2y = x2q2 (p) zp− xp2 = pqy + eqq3

Soluciones

5. (a) No es integrable (b)
xz

y2
= C (c) x+

z

y
= C

(d)
x+ y

(x+ z)2
= C (e) xyz = C (f) x3y2 + y + ln z = C

(g) No es integrable ∀α ∈ R (h) ∀a ∈ R ; x− z

y + a
= C (i) λ = −1 ;

x2 + y2 + z

x
= C

6. (a) ϕ(x+ y + z, x2 + y2 − z2) = 0 (b) ϕ(x3 + y3, y2 + z2) = 0

(c) ϕ(x+ y, x3 − y3 − 3z) = 0 (d) ϕ
(
x+ y, x3 − 3z

)
= 0

(e) ϕ(2x− y, 7x− z) = 0 (f) ϕ
(
z,

x

z
− ln y

)
= 0

(g) ϕ(xyz, x2 + y2 + z2) = 0 ϕ arbitraria
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7. (a) y2 = x2 + ln

(
x2 + y2

2z2

)
(b) z = x2 + y2 (c) z = (x2 + y − 1)2

8. (a) z = C1x−
x2

2
+

y2

2C1
+ C2 (b) z = C1x+

x3

3
+ C1y + C2

(c) z = C1x+ C2y − senC1 tgC2 (d) z = C1
x3

3
+

2
√
C1 − 1 y

√
y

3
+ C2

(e) z = C1x+
√

9− C2
1 y + C2 (f) z =

2

3

(
(C1 + x)

√
C1 + x− (C1 − y)

√
C1 − y

)
+ C2

(g)
z2

2
= C1x+ C2

1

y2

2
+ C2 (h) z = (7− 2C1)x+ C1y + C2

(i) z = C1x+ C2y −
CC2

1

lnC1
(j) z = C1x e−y − C2

1 e−2y

2
+ C2

(k) z =

(
C1x+ y√
C2

1 + 1
+ C2

)2

(l) z =

(
C1x+ y

2
√
C1

+
C2

2

)2

(m) z =
C2

1x
2 + 2C1xy + y2

C2
1 + 1

+ C2 (n) z = C1x+ C2y + C3
1 lnC2 + CC1

2

(o) z = (C1 + 1)
x3

3
+

2

3

√
C1 y

√
y + C2 (p) z = C1x+ C2y +

eC2C3
2

C1
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