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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 3: Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

3.1. Definiciones generales

Ecuacion diferencial ordinaria de orden n

Una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) de orden n es una ecuacién que liga la variable inde-
pendiente z, una funcién incégnita y = y(x) y sus derivadas sucesivas 3/, y",...,y™, es
decir, es una expresion, bien de la forma

F(:c, TR T VA ,y(”)> =0 (forma implicita)
o bien, si se puede despejar la derivada de mayor orden,

y = f(:z:,y, v,y ,y(”_l)) (forma explicita)

A la funcién y = y(x) se le llama funcién incdgnita.
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Ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden n

En numerosos problemas de mecanica o teoria de circuitos eléctricos, las ecuaciones diferenciales

que rigen los procesos son de orden mayor que uno. Veamos unos ejemplos donde la variable
independiente es el tiempo t.

L

OL R

C

= La figura representa un circuito RLC. Si Q(t) es la carga del condensador y E(t) el voltaje
o tensién aplicada al circuito, se tendré (teniendo en cuenta la segunda ley de Kirchoff):
d2Q dQ
E = + R + =
dt2 Q
que es una ecuacién diferencial lineal de coeflcientes constantes que permitira calcular la carga
que posee el condensador en cada instante de tiempo.
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= Los movimientos vibratorios son otros ejemplos en los cudles aparecen ecuaciones diferenciales
lineales de coeficientes constantes de segundo orden:

e Movimiento armédnico simple (o vibratorio libre no amortiguado), que se rige mediante la
ecuacién diferencial

donde la incégnita x(t) es el desplazamiento sufrido por una masa m en funcién del
tiempo t, y K es una constante de proporcionalidad.

e Movimiento vibratorio amortiguado, que se rige mediante la ecuacién diferencial

dx K
-|- p 3: =0
dt2 m dt
donde la nueva constante (3 es una constante de amortiguacién positiva.
e Movimiento vibratorio forzado, regido mediante la ecuacién diferencial

B dx _f@®)
—_— _x _

dt2 mdt  m m

donde f(t) es la fuerza exterior que actia sobre la masa oscilante sujeta al resorte.
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Solucién de una ecuacion diferencial ordinaria de orden n

Dada una ecuacién diferencial ordinaria de orden n, F(:c, v,y Yy, ... ,y(”)> =0, se llama so-

lucién de dicha ecuacidn a toda funcién ¢(x) tal que F(x, o(x),d'(x), d"(x),... ,¢(")(:c)) =0,
es decir, podemos decir que una solucién de una ecuacién diferencial ordinaria de orden n es toda
funcién que sustituida junto con sus derivadas en la ecuacién conduce a una identidad.

Ejemplo 3.1
Comprobar que la funcién ¢(x) = 23 Inx + x2 es solucién de la ecuacién diferencial

3 3
y//__y/+_2y=2x_1
x x

Solucién:

d(x)=a3nz4+22 ; ¢(@)=32°Inc+2°4+22z ; ¢'(z) =6zxInz+5x4+2
y, por lo tanto, sustituyendo en la ecuacién nos queda
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3 3
6xInz+5zx42-= (32° Inz+2° +2z) += (2° Inz + 2°) =22—1 = 2—1=2z—1
~~ xr X N e’
¢"(@) () 6(z)

Como la funcién dada verifica la ecuacion, se tiene que es solucién de dicha ecuacién diferencial.

Tipos de soluciones
Las soluciones de una ecuacién diferencial ordinaria de orden n pueden ser de tres tipos:

= Solucién general. Se llama asi a una expresion de la forma cb(a:,y, Cl,Cg,...,Cn) =0
donde Ci,C5,...,C, son constantes arbitrarias.

= Solucidn particular. Son las soluciones que se obtienen fijando el valor de las constantes arbi-
trarias C1,C>,...,C, de la solucién general.

= Solucidn singular. Son aquellas soluciones que no estan incluidas en la solucién general, es decir,
que no se pueden obtener a partir de ella asignando un valor conveniente a las constantes.
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Distintas formas de expresar la solucion general

Normalmente, la solucién general de una ecuacién diferencial ordinaria de orden n puede
expresarse de dos formas distintas:

= Forma explicita: si la funcién incégnita viene despejada en funcién de la variable independiente

x y de las constantes arbitrarias C1,C5>,...,C,, es decir, una expresién de la forma

y = y(:E, C1,Co, ... ,Cn). Para el caso de soluciones particulares y singulares, expresiones
de la forma y = y(z).

= Forma implicita: si la solucidn viene expresada por una ecuacién que liga la funcién incégnita
y, la variable independiente x y las constantes arbitrarias C7,C5,...,Cy, es decir, una
expresion de la forma ¢(3:,y, C1,Co,. .., C’n) = 0 Para el caso de soluciones particulares y
singulares, expresiones de la forma ¢(z,y) = 0.
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3.2. Problema de Cauchy

Se llama problema de Cauchy de orden n o problema de valores iniciales al conjunto formado
por una ecuacién diferencial ordinaria de orden n en forma explicita y n condiciones iniciales,
esto es, un problema de la forma

y( = f(a:,y, vy, ... ,y(”_1)> (Ecuacién diferencial en forma explicita)

(P) ={ ¥(w0) = o
y/(l’o) =y
(Condiciones iniciales)

L y(n—l) <$O) — ynfl

Para resolver un problema de Cauchy hay que encontrar todas las soluciones de la ecuacién
diferencial y ver cudl o cudles de ellas verifican las condiciones iniciales.
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Teorema de existencia y unicidad de un problema de Cauchy

[y = f(x,y,y’,y”, . ,y(“‘l))

Teorema 1 Sea el problema de Cauchy (P) = y(z0) = yo
y’(:co) =MW

\ y(n—l) (CCo) = Yn-1

con f definida en un dominio R que contiene a (z0,Y0,Y1,---,Yn—1).
Existencia: Si f es continua en R entonces (P) posee solucion.

Unicidad: Si f es diferenciable en R entonces existe una tnica solucion de (P).

Nota: Este teorema admite generalizaciones en diversas direcciones, con hipétesis mds débiles. Sin
embargo, ésta que aqui se presenta es la mas operativa.
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3.3. Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes cons-
tantes

Se llama ecuacién diferencial lineal de orden n con coeficientes constantes a una ecuacién de la
forma

-1 ! _
aoy™ + a1y P+t a1y + any = 6(2)
donde a¢; e R; 1=0,1,...,n.
Al igual que ocurria con las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden, su solucién general
es y = yn + yp, donde y;, es la solucion general de la llamada ecuacién homogénea asociada

ao y(") + a1 y(”_l) +---4an—1y +a,y=0 e y, esuna solucién particular de la ecuacién
completa.
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Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes homogéneas
Pasemos a resolver las ecuaciones de la forma
aoy™ + a1y U+ Fan1y +any=0

Podemos observar que por el tipo de ecuacién, si yi1(z) e wyo(z) son soluciones de una
ecuacién de esta forma, entonces y1(x) + y2(x) es también solucién de dicha ecuacién. De la
misma forma, si y(x) es solucién, entonces ay(x) con a constante es también solucién de
dicha ecuacién.

Sistema fundamental de soluciones

Se llama sistema fundamental de soluciones de una ecuacién de esta forma a un conjunto de
funciones

{12),12(0), -+ 9. }

que sean soluciones de la ecuacién y ademds linealmente independientes.
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Dado un sistema fundamental de soluciones

(1@, 1@, @)}

la expresion

y=Ciryi(z) + Coy2(x) +--- + Cryn(x)

con C1,C5,...,C, constantes arbitrarias, es la solucién general de la ecuacién dada.

Polinomio caracteristico
Dada una ecuacién de la forma
aoy™ + a1y PV +- a1y +ay=0
se llama polinomio caracteristico asociado a dicha ecuacién a la funcién

p(A) =aoN"+ a1 NP+ F a1 A toan
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Calculo de la solucion

A partir de las raices del polinomio caracteristico es posible construir un sistema fundamental
de soluciones. Sean A1, A2,...,\, las n raices del polinomio caracteristico (pueden ser reales o
complejas, simples o miltiples). Analicemos todos los casos posibles y sus aportaciones al sistema
fundamental de soluciones:

= Si A = r es una raiz real simple, entonces la funciéon €™ pertenece al sistema fundamental
de soluciones.

» Si \ = r esuna raiz real miltiple de orden k, entonces las funciones e, ze™®, ... zF-ler™
pertenecen al sistema fundamental de soluciones.

= Si A = s=+ti son raices complejas simples, entonces las funciones e** cos(tx), e sen(tx)
pertenecen al sistema fundamental de soluciones.

= Si A = s+ ti son raices complejas mdltiples de orden k, , entonces las funciones
e’ cos(tz), e’ sen(tz), z €% cos(tz), x € sen(tx), ..., z" 1 e’ cos(tz), " e** sen(tzx)

pertenecen al sistema fundamental de soluciones.
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Ejemplo 3.2

Sabiendo que las raices de un polinomio caracteristico son 1,5,3 doble,1 + 21,2 4+ 314 doble,
construir un sistema fundamental de soluciones.

Solucién:
Raices Aportacién al sistema fundamental de soluciones
A=1 = e
A=5 == e
A=3doble == &3 ze¥*
A=14+2i = e“cos(2z),e"sen(2x)
=2+3idoble == e%*cos(3z),e?*sen(3x),xe% cos(3z),ze?* sen(3z)

Asi, un sistema fundamental de soluciones es

{ex, ed e37 re3® e cos(2x),e”sen(2x), e?* cos(3x), e?* sen(3zx), x e2* cos(3z), r e?® sen(3x)}
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Ejemplo 3.3
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
(@) yV —3y" -3y’ + 11y —6y =0 (b) " —8y'+ 25y —26y=0
(C) yIV + 8y” + 16y =0 (d) yVI _ 2yV + yIV _ 2y/// =0
Solucién:

(a) EI polinomio caracteristico asociado es p(\) = A* — 3X3 — 3X\? 4+ 11\ — 6. Pasemos a
hallar sus raices:

1 -3 -3 11 -6
1 1 -2 -5 6
1 -2 -5 6 0
1 1 -1 -6
1 -1 -6 0
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Por otra parte

1+V1+24 1+5
2 2 N — o

M -A—-6=0 =— \=

Por lo tanto,

A =3X3 32411 -6=0L-1)’\A-3)(A+2)

Asi, las raices del polinomio caracteristico son A = 1 (doble) ; A =3 ; X = —2. Porlo
tanto, un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién es {ex, x e’ e37 e_%} y la solucién
general de la ecuacion es

ypb=0C1e*+ Cohzxe® + C3e3F + Che =

(b) El polinomio caracteristico asociado es p(\) = A3 — 8\ 4+ 25X — 26. Pasemos a hallar
sus raices:

1 -8 25 -26
2 2 -12 26
1 -6 13 0
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Por otra parte

6+v36—-52 6++/—16 6+4i

N —-61A4+13=0 =— \=
2 2 2

A=3+£24

Por lo tanto,
AP —8A2 4250 —26 =(\—2) (N —6)+13)
Asi, las raices del polinomio caracteristico son A =2 ; A\ = 3+ 24. Por lo tanto, un sistema
fundamental de soluciones de la ecuacién es {e%,em cos(2zx),e3 Sen(2x)} y la solucién
general de la ecuacién es

yn = C1 e 4 Cre3® cos(2z) + C3e3* sen(2x)
es decir,
yn = C1 2% 4 37 (CQ cos(2z) + C3 sen(2x))

(c) El polinomio caracteristico asociado es p(\) = A*4+8A2+ 16. Pasemos a hallar sus raices:

X482 416=0 = (A244)°=0 == X\=42i dobles

Por lo tanto, un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién es
{ cos(2x),sen(2x),x cos(2z), x sen(2x)}
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y la solucién general de la ecuacién es
yp = C1 cos(2x) + Crsen(2x) + Czxz cos(2z) + Cq xsen(22x)

es decir,

y, = cos(2x) (cl + C’3x) 1 sen(2z) (02 4 cw)

(d) El polinomio caracteristico asociado es p(A\) = A\ — 2X% 4+ A\* — 2X3. Pasemos a hallar
sus raices:

A =0 triple
N2X°4AT—2X3 =0 = X (M -22°4+)1-2)=0 =
A —2X24X-2=0

Por otra parte

1 -2 1 -2
2 2 2
1 0 1 0
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Ademis,
N4+1=0 = A=+
Por lo tanto,
A —2X° N 2 =N (A —2) (AP +1)
Asi, las raices del polinomio caracteristico son A = O triple ; A =2 ; A = £i. Por lo

tanto, un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién es {1,:}3,:1:2, e?? cosz,sen :1:} y la

soluciéon general de la ecuacién es

yn = C1 + Cox + C3x? + C1e2* + Cscosx + Cgsenx

Ejemplo 3.4

y' —4y 4+ 13y =0
Resolver el problema de Cauchy

y(0) =-1;y(0) =2
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Solucién:

Empezaremos resolviendo la ecuacién diferencial y” — 4y’ + 13y = 0. El polinomio caracteristico
asociado es p(\) = A2 — 4\ 4 13. Pasemos a hallar sus raices:

4+/16-52 44++/-36 4+£61
2 - 2 2
Asi, las raices del polinomio caracteristico son A\ = 2+34. Por lo tanto, un sistema fundamental

de soluciones de la ecuacidn es {e2x cos(3z),e?" Sen(3x)} y la solucién general de la ecuacién
es

N -4 4+13=0 =— \= A=2+34

yn = C1 €% cos(3z) + Co e sen(3x)

Vamos a introducir las condiciones iniciales:
y(0)=-1 = —1=0C1e%c0s0+ Cre’sen0 = C; =-1
Por otra parte

y, = C1e*” (2 cos(3z) — 3 sen(3m)> + Cre* (2 sen(3z) + 3 cos(3x))

y asi,
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y(0)=2 = 2=0C e°<2cosO—3sen O) —|—Cze°<25en0—|—3coso)
4

= 2=201+30; = 3C;=4 = C=_

Por lo tanto, la solucién del problema de Cauchy es

4
y = —e?* cos(3z) + 3 e®” sen(3z)

Calculo de soluciones particulares de ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes

Para el célculo de soluciones particulares de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes
constantes existen varios métodos, como por ejemplo: método de Lagrange o de variacion de
las constantes, método operacional, método de los coeficientes indeterminados, método de los
anuladores, etc.

Grupo EDUMATICUS. Departamento de Matematica Aplicada. Universidad de Mdlaga 21

Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 3: Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

La diferencia fundamental entre ellos es que el de Lagrange es un procedimiento general (aunque
con una resolucién muy laboriosa), mientras que los demas son procedimientos particulares (mucho
mds rapidos en su aplicacién) que sélo pueden ser aplicados en determinados casos. Ademds, estos
procedimientos particulares son bastante equivalentes.

Aqui desarrollaremos el de Lagrange y el operacional.

Método de Lagrange o variacidon de las constantes

Para encontrar una solucién particular de la ecuacién

a0y + a1y a1y +any = 6()

mediante el método de Lagrange o método de variacidn de las constantes, se parte de la solucién
general y, = Cryi1(z) + Coya(x) + ... + Cryn(x) de la ecuacién homogénea asociada, se
considera, en vez de las constantes C;, funciones dependientes de x, C;(x), y se buscan tales
funciones de tal forma que y, = C1(z) y1(z) + C2(z) y2(x) + ...+ Cn(z) yn(z) sea solucién
de la ecuacién dada. Este hecho conduce al siguiente sistema de ecuaciones:
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(

C1(@) y1(z) + Co(z) y2(2) + ... + Ch(z) yn(z) =0

Cr(@) yi (@) + Co(x) yo(@) + ... + C (@) y,(x) =0

@)y P (@) + Ch(@) v P (@) + .+ () P (2) =0

@) 5P @) + Co (@) 18 V(@) + ..+ Cla) gD () = 22

\ ao
Resolviéndolo es posible determinar las funciones C!(x), incdgnitas del sistema, y con ellas las
funciones buscadas C;(x).

Ejemplo 3.5

Resolver la ecuacién diferencial "' — 2y" — ' + 2y = €3% buscando una solucidn particular por
el método de Lagrange.
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Solucién:

La solucién de una ecuacién de este tipo es y = yp, + yp, donde y; es la solucién general de la
ecuacion homogénea asociada e y, es una solucién particular de la ecuacién dada.

El polinomio caracteristico asociado es p(\) = A3 —2X2 — X+ 2. Pasemos a hallar sus raices:

1 -2 -1 2
1 1 -1 -2
1 -1 -2 0

Por otra parte

AN —-A—2=0 =— )\

_1+y1+¥8 143
o 2 2

Asi, como el polinomio caracteristicoes p(\) = A3-2X\2-A4+2=(A—-1) A+ 1) (A —2),
tenemos que sus raices o ceros son A =1; A = —1; XA = 2. Por lo tanto, un sistema fun-
damental de soluciones de la ecuacidn es {ex,e_x,e%} y la solucién general de la homogénea

asociada es
yp = Cre" + Cre ™™ + Cze*”
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Tema 3: Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

Buscaremos ahora una solucién particular y, de la forma

yp = C1(x) \ef_,'i‘CQ(x) Q:i+03(96) in

y1(x)

y2(2) y3(x)

Para ello, el sistema de ecuaciones que tenemos que resolver es

Sustituyendo nos queda

C1(@) yi(2) + Co(x) yz(@) + C3(2) y3(z) =

( C1(@) y1(z) + Cp(z) y2(2) + C3(2) ya(z) = 0

Cr(z) 1 (2) + Co(x) yo(x) + C5(z) y3(x) =0

¢(x)

ao

()  Cl(z)e” + Ch(x) e + C4(z) e =0

() Cl(z) e’ — Ch(x) e ™ + 204 (x) €2 =0

() Cl(x)e* + Chla) e + 4CL(x) €2 = ™
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(1ID-(1)  3C5(z) e?* = e

()-(I) 2C5(z) e ™ — Ch(x) e** =

()+(1) 201 (x)e” 4+ 3C5(xz)e** =0

!

Tema 3: Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

1 1
C3(z) ==e" = C =_—e"
3(z) 3 3(x) 3
/ —x 1 T 2T
2C5(x)e™ — —e"e =
3
/ —x 1 3z
2C5(x)e ™ —=e>* =0
3
Ch(z) = 2e¥ == Co(z) = — e
2 6 24
i T 1 T A2
2Ci(z) e —|—3§e e =0

20 (z) e® + &3 =

1 1
Ci(z) = —2e* == Ci(z)=->¢e*
1(2) > 1(z) 4
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Asi, sustituyendo en la solucién particular, tenemos

1 290 e~ % 1 T A2%
= e” — e’ e
Yp 4 + + 3
1 390 1 3x 1 3x
— —e f—— = —e
Yp 4 + + 3 Yp 8

Por lo tanto, la solucién general es

1
y:yh+yp =% y:Cle$+02e—m+03e2x+§e3m
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 3: Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

Método operacional

La idea del método operacional es muy intuitiva. Si denotamos por D al operador derivada

d - ., -
P podemos escribir nuestra ecuacion de la siguiente forma:
x

aoy™ + a1y D+ Fan 1y Fany = ¢(2)
= aoD"[y} + a1 D"il[y] +"'+an—1D[y] + any = ¢(z)

= (ao D"4+a D" '+ +a,.1D+ an) [y] = ¢(x) == L(D)[y] = ¢(x)

L(D)

El operador L(D) recibe el nombre de operador diferencial de orden n. Para hallar una solucién

: ., 1 .
particular (funcién vy, que verifique la ecuacién) y denotando por (D) al operador inverso de
L(D), podemos “despejar’ de la siguiente forma:

L(D)[y] = ¢(z) == yp= [p(x)]

L(D)
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior

Tema 3: Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

. 1 . . :
El operador inverso ——— tiene las siguientes propiedades:

(D)
f @) = / f(2) da

.L(D)[f( )]_km[f( )] keR
* L @ + 0@ = s [F@) + s )]
1 1
5oy LoV = i Lo )
. ﬁ[em} = ;E:) siP(r) #0 (P(A) polinomio caracten’stico)
L 1
t ooy & O =y )]
. ﬁ[sen(aw)] ;e?(ax; siQ(—a®) #0 (Q(ﬂ) polinomio asociado a L (DQ))
. ﬁ[cos(aw)] CO(S(ax; siQ(—a®) #0 (Q(ﬁ) polinomio asociado a L (D?) )
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior

* Loy @] = CD) ()]

Tema 3: Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

siendo p(x) un polinomio de grado m y C(D) el

cociente obtenido al realizar la divisién larga 1 : L(D). La divisién se detiene cuando todos
los términos del resto sean de grado mayor que el grado m del polinomio.

Nota: La division larga se efectia ordenando los términos del divisor de menor grado a mayor.

Ejemplo 3.6

Calcular:

@ 3]

(b)

1 [2 e _5 cos(2x)]

D* + 4
 — r [e%ﬂ @ — [23:3 1+ 3z 4+ 5}
D? — 2D+ 1 D* + D3+ 1
Solucién:

1 1
(@) — [:I; exz] = /a: e” do= = e
D 2
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 3: Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

(b) U";—I—él [2 e37 — 5cos(2m)} = 2 D+—|—4 [e3‘c] -5 D%_H[cos(%c)}
_ 5 e’*  _ cos(2x) _ e’*  _ cos(2z)
P(3) Q(—22) P(3) Q(—4)
_ 5 e’*  _ cos(2x) D 2e%*  cos(2x)
3%+4 " (—4)2+4 85 4

yaque PQA) =X"+4y Q(B)=p°+4

(© m[e%ﬂ = ¢ m[:ﬁz] =e (D+1)2— 21(D F1)+1 [xz}
oo e e 3l

_ e L[] _e 1[m3]:e_x/$sd$:e_%_“:e%“
3 3 4

D|3 D 3 12
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 3: Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior
@) — 20°+30+5| = (1-D% [20°+32+5)|
D4+ D341

— 1[2x3+3m+5] —D3[2x3+3m+5]

= 2x3+3w—|—5—(2x3—|—3x—l—5)

= 2234+ 3x+5-12=2234+32 -7

ya que
1 | 1+ D%+ D*
+ -1 — D3 - D* 1-D3
—D3 — D4
+ D? + D°® 4 D7
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 3: Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

Ejemplo 3.7

Resolver la ecuacidn diferencial y'V —y = e2* — 5e® +sen(3xz) + 2z buscando una solucién

particular por el método operacional.

Solucién:

La solucién de una ecuacion de este tipo es y = y; + yp, donde vy, es la solucién general
de la ecuacién homogénea asociada e 1w, es una solucién particular de la ecuacién dada. Asi,
como el polinomio caracteristico es p(A) = A* —1 = (A24+1)(A—1)(A+ 1), tenemos
que sus raices o ceros son A =1 ; A= —1; X\ = =£i. Por lo tanto, un sistema fundamental
de soluciones de la ecuacion es {ex,e_x, Cos z, sen x} y la solucién general de la homogénea

asociada es
yp =C1e*+ Cre ™ 4+ (Czcosz + Cpsenx
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 3: Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

Para el célculo de la solucién particular tenemos (utilizando el método operacional):

y!V —y = e?* — 5e” +sen(3z) + 2z

= D*[y] —y=e* —5e"+sen(3z) + 2z
= (D*-1)[y] =e* —5e" +sen(3z) + 2z
— 1 2x T
== yp,= Dr 1 [e — 5e* 4+ sen(3x) —l—2:c]
_ 1 2x 1 T
= YT pa_ 1[e } TPpa 1[e ] t D [Sen@x)] t i1 [2"4

Asi,
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 3: Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

1 e2:c e2:c e2x

2 _ —_ —
D4—1[e ] P(2) 24—-1 15

17, 11 1 7., 11 e
st fe] = s ] =5
D*—1 D—1D+1D?+1 D—1D+1[12+1

5 1 e’ 5 1 e’ 1
_ s ST S S S )
2D—-1|1+1 4D -1 4 D+4+1-1

sen(3 sen(3 sen(3 sen(3
[sen(Sx)} = (o) _ sen(3z) _ (32) _ sen(3z) con Q(B) =p"-1
D* — Q(-3?) Q-9 (-9)2-1 80
1 . .
W[Qm} = (-1) [21:] = -2z (— 1 es el cociente de la divisién larga 1 : L(D))
e er sen(3x)
Por lo tanto =——-5—zx+———=-—2x yasi,
=15 2% T g0 y
e?r er sen(3
Yy = C’le“”+C’2e—w+03cos:v+04senac+——5—m+ﬁ—2m
15 4 80
______ O ————-=
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 3: Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

3.4. Resolucion de ecuaciones diferenciales y de sistemas li-
neales de ecuaciones diferenciales utilizando transforma-
das de Laplace

Recordemos que la propiedad de la transformada de Laplace relativa a las derivadas afirmaba
que

c[p'(t)} — sﬁ[F(t)} — F(0)

c[F"(t)} — 52/:[F(t)] _ sF(0) — F'(0)

g[FW(t)} — sng[F(t)} 1 R0) — ... — F=1D(Q)

Intuitivamente, esta propiedad dice que la transformada de Laplace se “carga” las derivadas de
una funcién (hace que desaparezcan, ya que transforma las derivadas de una funcién en un polinomio
de grado m). Por lo tanto, utilizar transformadas de Laplace sera dtil para resolver determinados
tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias y de sistemas lineales de ecuaciones diferenciales (sobre

todo problemas de Cauchy con las condiciones iniciales expresadas en el punto 0).
Grupo EDUMATICUS. Departamento de Matematica Aplicada. Universidad de Mélaga 36




Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 3: Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

Ejemplo 3.8
yl/_|_ 2y/ +y — we—%

Resolver el problema de Cauchy utilizando transformadas de Laplace.
y(0) =0;y'(0) =2

Solucién:
y//+2y/+y —re*?
o ,C[y"—l— 2y'+y] = E[me_x]
— c o —
y(0) =0;4/(0) =2
= cly]+2cfy]+ely) = clre]
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 3: Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

: !
= szﬁ[y]—sy\og)_)/—y\({@—l—Q s[,[y]—y\(og)_)/ —I—E[y} _—(s-|-1)2
elv] el
— @2+2&+Uﬁb]=——i——+2 = (&+1fﬁb}=——i——+2
(s+1)2 (s +1)2
1 2 . 1 2
= E[y]:(s—l—l)"'-i_(s—i—l)z = yzﬁl[(s+1)4+(s+1)2]

== y=/L1 1 42,71 I = y= = e *42ze’”
= (s + 1)4 Y730
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 3: Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

Ejemplo 3.9
' =2x — 3y

Resolver el sistema y =y—2x utilizando transformadas de Laplace.

z(0) =8;y(0) =3

Solucion:
' =2xr— 3y
E[m’] :£[2x—3y} £|:$/i| = 2[,[:[:] —3E[y}
Yy =y —2x = =
£ly] = £ly—2s £lv] = £ly] -2¢[+
z(0) =8,;y(0) =3
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 3: Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

sC M -~ o(0)=2¢ M —3c M

L

| el um el ol
<]y

_ sL[a:}—SzQE[x]—SL[y] _ (8—2)[,[:(:}—{-35[4:8
sﬁ[y]—3=£[y]—2£[x} zﬁ[w]+(s—1)c[y]=3

Grupo EDUMATICUS. Departamento de Matematica Aplicada. Universidad de Mélaga 40




Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 3: Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

Asi, resolviendo el sistema tenemos:

8 3

3 s—1 8s — 17 8s — 17
s—2 3 s2—3s—4 (s+1)(s—4)

2 s—1

s—2 8

2 3 3s — 22 3s —22

s—2 3 s2—-3s—4 (s+1)(s—4)

2 s-—1

Pasamos a calcular las transformadas inversas. Para ello descomponemos en fracciones simples:
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 3: Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior
8s — 17 A LB _ A(s—4)+ B(s+1)

(s+1)(s—4) s+1 s—4 (s+1)(s—4)

= A(s—4)+ B(s+1)=8s—17
Para s=4 =— 5B=15 =— B =3

Para s=—-1 — —-5A=-25 — A=5

_ 8s—17 5 n 3
(s+1)(s—4) s+1 s—4
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 3: Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

3s —22 _ A n B  A(s—4)+B(s+1)
(s+1)(s—4)  s+1 s—4 (s+1)(s—4)

= A(s—4)+ B(s+1) =3s5s—22
Para s=4 — 5B=-10 — B=-2

Para s=—-1 — —-5A=-25 — A=5

_ 33—22 5 2
(s+1)(s—4) s+1 s—4
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 3: Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

Asi, la solucién del sistema sera:

. 8s — 17 a1 8s—17 1 5 3
E[w]_(s+1)(s—4) = o=£ {(3+1)(3—4)}_£ L+1+5—4}
— -1 -1 1 — =% 4t
= x=5CL [8+1]+3£ L_J = zx=be'"+3e

3s — 22 _ 3s —22 o 5 2
‘C[y]:<s+1)<s—4) = y:‘cl{(s+1>(s—4>}_£1[s+1_s—4}

1 1
= y=5£—1[ +1]—2£—1[ ] = y=5et-2e#
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