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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 4: Ecuaciones en derivadas parciales de primer orden

4.1. Definiciones generales

Se llaman ecuaciones en derivadas parciales (EDP) a aquellas ecuaciones diferenciales en las que
la funcidn incégnita depende de mas de una variable independiente.

Estudiaremos el caso de dos variables independientes (que las denotaremos por = e y), mientras
que a la funcién incégnita la notaremos por z(x,y).

Con esta notacién, las EDP de primer orden quedaran de la siguiente forma:
0z 0
F x,Y, =z, _Z7 _Z =0
ox Oy

o también, escribiendo las derivadas parciales de forma simplificada,

0 0
F(xayazapv q) =0 donde b= _Z Yy q= _Z (41)
ox oy
Una solucién o integral de (4.1) es una funcién z = 2z(x,y) que satisface la ecuacién al

sustituir en ella dicha funcién y sus derivadas parciales.

Interpretando x, y ,z como las coordenadas cartesianas de un punto en el espacio, una
integral z = z(x,y) de la ecuacién (4.1) representa una superficie que se conoce con el nombre

de superficie integral de dicha ecuacién.
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4.2. Ecuaciones diferenciales totales. Ecuaciones de Pfaff

Se llama ecuacién diferencial total (EDT) o ecuacién de Pfaff, a una ecuacién de la forma
P(z,y,2) dz + Q(=,y,2) dy + R(z,y,2) dz = 0 (4.2)

en la que supondremos que las funciones P(z,y,z), Q(x,y,z) y R(z,y,z) son derivables
respecto a todos sus argumentos.

Una expresion del tipo

se llama forma diferencial de Pfaff.

Diremos que una ecuacién de Pfaff (4.2) es integrable si existe una funcién p(z,y,z), ala
que llamaremos factor integrante, tal que la expresién

u(e,y,2) (P(a,y,2) do+ Q(a,y, 2) dy + R(w,y, 2) dz)

es una forma diferencial exacta.
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Es decir, la ecuacién es integrable si existen funciones u(xz,y,z) y U(x,y,z) tales que

p(@,y,2) (P(e,y,2) do + Q(a,y,2) dy + R(=,y,2) dz) = dU(z,y,2)

A la funcién U(x,y,z) la llamaremos funcién potencial. En tal caso, U(x,y,z) = C esla
solucién general de la ecuacién de Pfaff.

Pasemos a caracterizar esa condicidn de integrabilidad que acabamos de definir.

Teorema 1
La condicién necesaria y suficiente para que una ecuacion de Pfaff (4.2) sea integrable es que
F. H(ﬁ) =0, siendo F = (P,Q,R) y R(ﬁ) el rotacional del campo vectorial F .

Ejemplo 4.1

Verificar si la ecuacion de Pfaff
(z+y)de+ (z —2)dy +2°yzdz =0

es integrable.
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Solucién:
(z4+y)dz+ (z—2)dy+22yzdz2 =0 = F = (m-l—y,a:—z,a:2yz)

t+y z—2z z%yz
= (a:2z+1,—2xyz,0>

F. H(ﬁ) = (:U +y,x— z, mQyz) . (:1:22 + 1, 2zyz, O)
= 232+ 2+ yz’z + y — 22°yz + 2zy2?
= 232424y —22yz+22y2° A0 == no integrable.
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Método general de integracion de una ecuacion de Pfaff
Se realizaran los siguientes pasos:

e Consideramos una variable como pardmetro constante. Para fijar ideas y en lo que sigue,
trabajaremos con la variable z como pardmetro constante (en el caso de considerar otra
variable como pardmetro constante, el método se realizaria de una forma totalmente anéloga).
De esta forma tenemos que dz = 0. En este primer paso hallaremos la solucién general de
la ecuacién diferencial resultante:

P(z,y,z)dz 4+ Q(x,y,2z) dy =0

Para ello habra que obtener una funcién potencial G(z,y,z) tal que
dG(z,y,2) = P(z,y,2) dz + Q(z,y, 2) dy

e Buscaremos un factor integrante u(x,vy,z) despejando de cualquiera de las dos siguientes

ecuaciones:
oG (x,y,2) , oG (x,y, z)
T - ,LL(ZB,y,Z) P(x,y,z) Y 8—y = M(:ana Z) Q(xvya Z)
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e Resolveremos la ecuacién diferencial
dG+ K(G,z)dz=0

donde la funciéon K (G, z) viene dada por
G (z,y,2)
0z
Una vez obtenida la solucién general de dicha ecuacién, se sustituye el valor G por el ya

conocido G(zx,y,z), obteniéndose asi la solucién general de la ecuacién de Pfaff original
P(x,y,z) dr + Q(=x,y, z) dy + R(z,y,2) dz = 0.

K(G7 Z) - ,U,(Zli,y, Z) R(xvyv Z) -

Ejemplo 4.2

Veerificar si la ecuacion de Pfaff
yz dx 4 (:t:z + yz3) dy — 2zydz =20

es integrable. En caso afirmativo resolverla.
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Solucién:

yz dox + (a:z + yz3) dy —2zydz =0 — F = (yz, xz + yz3, —me)

7 7 k

. 0 0 0

F - 3 -2 = | — R N

H( ) a (yz, rz 4+ yz7, my) e oy 5%
yz zz+yzd —2uzy

= (—3.76 — 3yz2, 3y, O)
F- R(F) = (yz, zz + yz3, —Qxy) . (—3:10 — 3yz2, 3y, O)
= —3ayz — 3y223 + 3zyz 4+ 3y%2° =0
Por lo tanto la ecuacién es integrable.
Consideremos y como parametro constante, con lo que dy = 0. Asi,
yzdx 4+ (:I:z—i—yz3) dy—2zydz =0 =— yzdxr—2zxydz=0 =—— zdx—2xdz=0

que es una ecuacién de variables separables.
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Separandolas

d d

_:1:_2_,2:0 = Inz—-2Inz=InC = In<£):InC’

T z 22

se obtiene que su solucién es G(x,y,z) = % =C.
z
oG (x,y,z) 1 1
0 = w(z,y,z) P(z,y,2) = — =upl,y2)yz = plw,y,2)=—
T z Yz

0G(x,y,z) 1

K(pr) = M(wayvz)Q(x7yaz)_ 3y y253

T
(mz+yz3)—O=y?—|—l

)

d
dG + K(G,y)dy =0 = dG+(§+1> dy=0 = d—G+§+1=o
y y oy

™ + — = —1 que es una ecuacién diferencial lineal.
Yy
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La solucién general sera G(y) = Gr(y) + G,(y) donde Gj(y) es la solucién general de
la ecuacién diferencial homogénea asociada — 4+ — =0 y G,(y) es una solucién particular
Y Yy
(que determinaremos por el método de variacién de la constante). Asi,
daG , G dG d
— 4+ —=0 = _-|-_y=0 = InG+Iny=InC
dy y Gy

— NG =IC = Gy=C = Gy =2

Gp(y) = C?(Jy) = G,(y) = C”(y)ny— W)
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aG = G

Para que G,(y) sea una solucién particular de — 4 — = —1, tendra que verificar dicha
Yy Yy
ecuacion:
G o - C C
G (y) + p(y) _ (y)y2 O (3) I
Yy R Yy y?
C'(y)
Yy
C'(y) 2
, ~ L= Cly=-y = Cly=-7
2
Cly) _ 2 Y
— Gy = W _ 2 _ vy
Y Y 2

C
Luego la solucién de la ecuacién lineal es G(y) = Gin(y) + Gp(y) = — — % y, sustituyendo
Yy

: ., ., T c vy
el valor conocido de G, obtenemos la solucién general de la ecuacién de Pfaff —=—-3
e y 2
______ o - .= = = = -
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Resolucion de EDT. Casos particulares

En el apartado anterior hemos visto un método general para la resolucién de EDT. Presentamos
ahora unos casos particulares para los cuales no hace falta recurrir a dicho método general.

e Ecuacion en variables separadas
Si la ecuacidn de Pfaff a resolver presenta la forma P(z) dz + Q(y) dy + R(z) dz = 0O,
entonces /P(x) dz —i—/Q(y) dy + / R(z)dz = C es su solucién general. Queda claro

que en este caso particular la ecuacién es siempre integrable.

e Ecuacion diferencial exacta
Si la forma diferencial P(z,y,z) dz 4+ Q(z,y,2) dy + R(z,y,z) dz es exacta (y esto
ocurrird si y sélo si R(ﬁ) = 0 ), entonces existird una funcién U(z,y,z) tal que
dU(z,y,2) = P(z,y,2) dz + Q(=,y, 2) dy + R(z,y,2) dz

por lo que la ecuacién de Pfaff P(z,y,2)dx + Q(x,y,z) dy + R(x,y,z)dz = 0 es
equivalente a dU(x,y,z) = 0. Por lo tanto se tendrd que U(x,y,z) = C es la solucién
general.
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e Ecuacion con una variable separada

Una ecuacién de la forma P(z,y) doz + Q(x,y) dy + R(z) dz = 0 se dice que esta con la
variable z separada, es decir, si la funcion que acompafia a dz sélo depende de z vy esta
variable no aparece en el resto de la ecuacién. En tal caso, la ecuacidn es integrable si la forma
diferencial P(x,y) dz 4+ Q(z,y) dy es exacta y la solucién general de la ecuacién de Pfaff
viene dada por U(z,y) + /R(z) dz = C donde U(x,y) es un potencial de dicha forma

diferencial.

De forma analoga se define y se resuelve una ecuacién de Pfaff con la variable z o con la
variable y separada.

Ejemplo 4.3

Verificar si son integrables las siguientes ecuaciones de Pfaff. En caso afirmativo resolverlas.
(a) 3yzdx + zzdy — 2zydz =0

(b) 2zy dx + (:132 + z2) dy +2zydz =0

(¢c)ydz+xzdy+ dz=0
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Solucién:

3 1 2
(a) 3yzdz+ zzdy —2zydz = 0. Dividiendo por xyz tenemos —dx+ —dy——dz=20
T Y z
que es de variables separadas. Por tanto, integrando:
Jf3y
3iInz+Iny—2Ilnz=InC == In — | = InC
z
x3y .
= — =0C es la solucién general.

z

(b) 2zydx+ (wQ + z2) dy+2zydz=0 =— F = (2:1:y,:c2 + 22, 2zy)

H(ﬁ) = a(Qxy,:cQ—i—zz,sz): — — — | =1(0,0,0)

2oy x4 2% 22y

—— exacta.
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— .2
U(z,y,z) = /2xydx+so(y,Z) =27y + ¢(y, 2)

(‘?U(:g,y, D L Qegs) = 24 2°W2) 2y o 9eW2) _ o
Y Jy oy
= @(y,2) =yz* +o(x) = Ulz,y,2) =2y +y2° + ¢(2)

8U(x,y,Z) = R(z,y,2) = 2yz—|—¢/(Z):22y e (;5/(2):0

0z
= ¢(2) =0 = U(z,y,2) =2’y +yz°
= 2%y 4+ yz>=C es lasolucién general.

(c) ydz+ xzdy+ dz = 0. Esta ecuacién de Pfaff tiene una variable separada que es z. La

ecuacion sera integrable si  y dx + x dy es una forma diferencial exacta y esto es cierto pues
oy Ox

— = — =1. El potencial de dicha forma diferencial es:
oy Ox

Ulz,y) = / ydz + 6(y) = 2y + b(y)

oU (z,y)
_ / _ / _ —
T = Qey) = atdG) =2 = JG)=0 = o) =0
= U(z,y) =y
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Por tanto, ydx+xdy+dz=0 =—— dU(x,y)+ dz= 0 e integrando obtenemos
la solucién general /dU(a:,y) + / dz=axy+2=C

4.3. Ecuaciones en derivadas parciales cuasilineales
Se llama ecuacién en derivadas parciales cuasilineal a una ecuacién de la forma
P(z,y, z) —|— Q(z,vy, z) = R(z,y,z) que notaremos Pp+ Qq=R

donde supondremos que las funciones P, @ y R son continuas, no se anulan simultdneamente
y tienen derivadas parciales de primer orden continuas en cierto recinto.

Si R(x,y,z) = 0 la ecuacidn recibe el nombre de ecuacién en derivadas parciales cuasilineal
homogénea .
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Solucién general

Teorema 2
Toda superficie formada por curvas de la congruencia definida por la ecuacion
dx _ dy _ dz (4.3)
P(z,y,2)  Q=z,y,z) R(z,y,2)
satisface la ecuacion
Pp + Qq = R (4.4)

y reciprocamente, toda superficie integral solucion de (4.4) estd formada por curvas caracteristicas
de la ecuacion (4.3).

Para resolver la ecuacién (4.4) se integra previamente la ecuacién (4.3), de donde se obtendra una
congruencia de curvas definida por dos integrales primeras independientes

f(fl?,y,Z):Cl (45)
g(x’ Y, Z) =Cz
La solucién general de (4.4) es la familia
go( flz,y,2), g(x,y,z) ) =0 con ¢ funcién arbitraria (4.6)
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En algunas ocasiones, para encontrar las dos relaciones f = C; y g = C> habra que hacer
uso de la propiedad compuesta que establece que el sistema caracteristico

dx . dy . dz
P(z,y,2)  Q=z,y,2) R(z,y,2)
se puede igualar también a expresiones de la forma
oz, y,2) dz + B(x,y, 2) dy + (=, y, 2) dz
a(z,y,2) P(z,y,2z) + B(x,y,2) Q@,y,2) +v(z,y,2) R(z,y, 2)

siendo a(z,y,z), B(x,y,z) y v(x,y,2) funciones arbitrarias.

El objetivo serd encontrar a(x,y,z), B(x,y,2) y v(z,y,z) tales que

o(z,y,z) P(z,y,2) + B(z,y,2) Qz,y,2) +v(z,y,2) R(z,y,2) =0

y, por tanto, «a(z,y,z) dx + B(x,y,2) dy + v(x,y,z) dz = O que es una ecuacién de Pfaff
que una vez resuelta nos proporciona una de las relaciones buscada.
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Ejemplo 4.4

Calcular la solucién general de x°p + y?q = x° + y°.

Solucioén: q q q
2 2. __ .2 2 r __ 49y _ Z

d d 1 1 1 1 —

x2 y2 x Y Yy Ty
de dy  dz dx+4dy-—dz .
F_?_:v2+y2_:§2+y2—x2—yf — derdymde=0

0
= z4y—z2=0 = g=ax+y—z2=0

., r—1vy ., . .
Por tanto, la solucién general es ¢ < I+ Y — z) = 0, ¢ funcién arbitraria.
______ O - .= = = = -
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Soluciones particulares

Cuando se busque la solucién particular (problema de Cauchy) de la ecuacién (4.4) que pasa por
una curva [ dada, definida mediante las ecuaciones

fl(way7 Z) =0 ) fQ(xvya Z) =0 (47)

construiremos el sistema formado por las dos ecuaciones (4.7) que definen I y las dos ecuacio-
nes (4.5). Al eliminar =, y, z entre estas cuatro ecuaciones se obtendrd la relacién que vincula
a los parametros C1 y C5, esto es, la forma concreta de la funcién .

Ejemplo 4.5
Hallar la solucién particular de la ecuacion yp — xq = xyz? que contiene a la curva © =y = z.

Solucién:
5 dx dy dz
yp—zq = zYz© = — = =
Y

—x  Tyz?
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d d 2 2
Z=-Y = zdr+ydy=0 — x_+y_:K1 = f=2+4*=C
Y —x 2 2
d d d 2 1 2 1
L . SEPNUG: COTS S MU S S
Y Ty 22 22 2 z 2 z
(1) 224 y?=0C1 )
(4) 224+22=C
(4) 2 C1

2 3
: 5) S +-=0
2 T

3) z=y==2

C1
5 1
_— L —I— e 02
2 C1
2
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Una vez obtenida una relacién exclusivamente entre constantes, se sustituyen los valores iniciales
de estas constantes y operamos para simplificar la expresién obtenida:

C1 z? + 2
2, 1 2 1 x?
— :C > = — —
5 + c 2 5 + o 2—|—
2 2
x2 + 2 V2 |
4 \/x2—|—y2 2 z
2 V2 |
4 x2—|—y2 4 z
4+/2 4
> y2—|— :x2—|—_
z2 + 3?2 2
______ o - .= = = = -
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4.4. Ecuaciones en derivadas parciales no lineales

Nos proponemos ahora resolver la EDP no lineal

F(z,y,2z,p,q9) = 0 (4.8)

buscando una familia de superficies que llamaremos integral completa de la ecuacién diferencial.

Método de Lagrange-Charpit

Dada la ecuacién (4.8), supongamos que F' es derivable respecto a todos sus argumentos y con
derivadas FII,, Fl; no simultdneamente nulas, es decir, |F1;| + |F(;| > 0.

Para obtener una integral completa, es decir, una familia f(z,y,2,C1,C2) = O biparamé-
trica de superficies que satisfagan la ecuacién (4.8), procederemos segiin el siguiente método (de
Lagrange-Charpit):
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e Hallamos una integral ¢(x,y, z,p,q) = C1 del sistema caracteristico
dx dy dz —dp —dg

F, F, pF,+qF,  F.+pF. F,+qF!

¢(x7y7z7p7Q) = Cl
e Del sistema de ecuaciones despejaremos p y ¢ obteniendo

F(z,y,z,p,q) = 0
p=p(z,y,2,C1)

qg=q(x,y,2,C1)

e Estas funciones p = p(z,y,2,C1) v q = q(x,y,2,C1) las sustituimos en la ecuacién
dz = pdx 4+ qdy, obteniendo la ecuacién de Pfaff integrable

dz = p($>y>2’>cl) dz + q(mayazacl) dy

cuya solucién  f(z,y,z,C1,C2) = O serd una integral completa de la ecuacién original
F(z,y,2,p,q9) = 0.
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Ejemplo 4.6

Calcular una integral completa de la EDP no lineal z3 = pq?

Solucién:
P=p®? = 22-p®=0 = F(z,y,2,p,q) = 2°—pg?
dx _ dy _ dz :—dp:—dq
—q¢®> —2pg  —pq® —2pg® 32%p 32%
—_—
—323
d d d d
_3232_3;291) — f:f — Inp=InCi+inz=In(Ciz) == p=Ciz
320=>3O2O=>222=> z
2> —pg® = 2> — Ci1zq® = q° = — q=
C1 VC1
z
dz =pdx d — dz=Cizdzx d
pdx + qdy 1 —|-\/C—1 Y

Grupo EDUMATICUS. Departamento de Matematica Aplicada. Universidad de Malaga 25

Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 4: Ecuaciones en derivadas parciales de primer orden

1 1
= —dz=CC1d d variables separadas) —

Y
vC1

Inz = Ciz + + C>

Casos particulares
En algunos casos, la determinacién de una integral completa se puede realizar sin recurrir al

método general anterior. Existen varios casos particulares, como por ejemplo:

e Si la ecuacién a resolver es de la forma F(p,q) = 0, haciendo ¢ = C (6 p = C ),
obtenemos

p=v(C) (s a=v(O)
y al sustituir en la ecuacién la expresiéon de dz se obtiene la ecuacién de Pfaff
dz = (C) dz + C dy (é dz = C dz + ¢(C) dy>
que proporciona la integral completa
s=ap(C)+yC+ K (6 2=aC +yu(C) +K)
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e Sila ecuacién a integrar es de la forma g1 (z,p) = g2(y,q), despejando p y g del sistema
91(z,p) = g2(y,q) =C
se obtienen las funciones p = p1(z,C) y ¢ = p2(y,C), de donde
dz = ¢1(z,C) dz + p2(y, C) dy

e integrando se obtiene una integral completa.

e Si la ecuacién a resolver es de la forma 2z = px + qy + g(p,q), por sustitucién directa
obtenemos la integral completa z = Cix + Coy + g(C1, C>).
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Ejemplo 4.7
Calcular una integral completa de cada una de las siguientes EDP no lineales:
2 7 b — 1 2 2
(@) p—¢*= (b) px+y—g (¢) zz—pa®=qey+ (p°—q)z
Solucién:

@) p—¢=T7.
Estamos ante el primer caso particular:

gq=C1 = p=T7+Cj%

dz =pdzx+qdy = dz = (7 + Cf) dz + C1 dy (variables separadas)
= 2z = (7+Cf)a:—|—C’1y+C’2

Grupo EDUMATICUS. Departamento de Matematica Aplicada. Universidad de Mdlaga 28




Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 4: Ecuaciones en derivadas parciales de primer orden

1 1 .
(b) pr+y=—- == px= — —y. Estamos ante el segundo caso particular:
q

1 . o 1
pr=——y=01 = p=— , =
q x y+Ch
c 1
dz =pdr+qdy = dz= “Ldz + dy (variables separadas)
x y+Ch

= z=Ci1lnz+In(y+C1) + C>

(c) zz—pr®>=qay+ (p°—q)x == =z =pz+qy+p>—q. Estamos ante el tercer caso
particular:

p=C1 ;, ¢q=Cr == z=Ciz+Coy+C?—C>
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