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5.1. Definiciones generales

Se llama ecuacién en derivadas parciales de segundo orden a una ecuacién de la forma
0z 0z 0%z 0%z 0%z
"oz’ Oy’ 0x2’ 0xdy’ Oy

F <x,y,z

o bien, expresando las derivadas parciales en forma reducida,

!/ Z” ZN ZN ) — O

!/
F(x)y7zaza;7zy7 T TTYr Yy

Para expresar mds brevemente este tipo de ecuaciones utilizaremos

Oz _ 0z 02z 02z 02z

— 3 — 3 — 58 o ’t__
oz ¢ Oy "2 Oxdy 0y?

con lo que nos queda una expresion de la forma

p

F($7y7z7p7q7'r787t) :O
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5.2. Ecuaciones en derivadas parciales lineales homogéneas
con coeficientes constantes

Se llama ecuacién en derivadas parciales lineal homogénea con coeficientes constantes a una
ecuacién de la forma
0%z 0%z 0°
a-— +b +c
ox 0x0y oy

donde a, b, ¢, l, m, n son coeficientes constantes.

z 0z 0z
2—|—l£—l—ma—y—i—nz20

Principio de superposicion

Teorema 1 (Principio de superposicion) Sean w1, ua, ... , up soluciones de una ecuacion
en derivadas parciales lineal homogénea con coeficientes constantes. Entonces

k
u = ciu1 + coupr + - - - + cpur = g CilU; ¢; constantes
i=1
también es solucion de dicha ecuacion.
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Este resultado se puede extender al caso en el que se tengan un nimero infinito de soluciones.

Asi, cada vez que tengamos un conjunto infinito w; , u> , uz , ... de soluciones de una
o

ecuacion lineal homogénea, se puede obtener otra solucién w formando la serie u = E CLUL

k=1
con ¢y constantes.

Método de separacion de variables

Un procedimiento para obtener la solucién general de una ecuacién lineal homogénea con coe-
ficientes constantes lo proporciona el método de separacidén de variables, el cual se ha revelado
extraordinariamente fructifero en numerosos problemas de la Fisica matematica. Este método re-
duce la integraciéon de una ecuacién en derivadas parciales de segundo orden con dos variables
independientes, a la integracién de dos ecuaciones diferenciales ordinarias y resulta aplicable a las
ecuaciones homogéneas en las que esta ausente el término en la derivada mixta.

Consideremos, pues, la ecuacién lineal homogénea de coeficientes constantes

02z 02z 0z 0z
— — 41— — =0
a8m2 t Cay2 T oz T m@y tnz
L. 02z
que carece de término en )
0xdy

Grupo EDUMATICUS. Departamento de Matematica Aplicada. Universidad de Mdlaga 4




Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 5: Ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden
Ensayando una solucién de la forma
z=X(2)Y(y)
tendremos

aY X"+ cXY"+1IYX +mXY' +nXY =0

/

donde se ha empleado ’ para designar la derivacién ordinaria respecto de la tinica variable de que

dependen X e Y.

Dividiendo por el producto XY, queda

XI/ Y// X/ /
— — 4+ — — =0
aX+CY+ X—I—my—l—n

Observemos que ciertos términos de dicha ecuacién solamente dependen de = vy los otros de
y. Agrupando dichos términos, unos en el primer miembro y los otros en el segundo, tendremos

XI/ XI Y// YI
= o4 — s
aX + X—l—n CY mY

y si esta igualdad ha de cumplirse para todos los valores posibles de = e vy, sus miembros deben
ser iguales a la misma constante A arbitraria.
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Asi pues, nos queda
X// X/ Y// Y/
a = + e +n c v m v

y, operando, la ecuacién se desdobla en dos ecuaciones diferenciales ordinarias
aX"+IX'+(n-N)X=0
cY'+mY' +2Y =0

cuya integracién nos proporciona las funciones X (x) e Y (y) que determinan la solucién =z.
De esta forma el valor de la constante A queda indeterminado, pero las condiciones del problema
pueden reducir el nimero de sus posibles valores. Por otra parte hay que seialar que A también
viene condicionada por la naturaleza fisica del problema.

5.3. Problemas con condiciones en la frontera

Las ecuaciones en derivadas parciales lineales homogéneas con coeficientes constantes

02 0 .
8—2 = 8_11: , k> 0  Ecuacién del calor
e
02 0? .
aza—z = 877; Ecuacién de onda
T
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desempenan un papel importante en Ingenieria, ya que muchos de los problemas que se plantean
quedan reducidos a la resoluciéon de una de esas ecuaciones, o bien a sus generalizaciones para un
mayor nimero de variables espaciales.

Los problemas que consideraremos en esta seccidn vienen descritos mediante una de las ecuacio-
nes en derivadas parciales anteriores, junto con ciertas condiciones adicionales. Estas condiciones
adicionales pueden consistir en condiciones de frontera o en condiciones iniciales. La descripcidn
matematica colectiva de un problema de esta naturaleza es conocida como problema de condicién
en la frontera.

La ecuacion de flujo del calor

U=0 — 1 = 0
0 L X

Consideremos una barra delgada o varilla de largo L con una distribuciéon longitudinal de tem-
peratura f(x) y cuyos extremos se mantienen a una temperatura constante de cero grados en
todo instante. Supongamos que:
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e El flujo de calor se produce solamente en la direccién del eje .

No se pierde calor a través de la superficie lateral de la varilla.

e No se genera calor en la varilla.

La varilla es homogénea, esto es, su densidad por unidad de longitud es constante.

Su calor especifico y su conductividad térmica son constantes.

En tal caso, la temperatura wu(x,t) de la varilla en el punto =z e instante de tiempo ¢
estd dada por la solucién del problema de condiciones de frontera:

9%u ou

—=—, k>0 O<x<lL t>0
812 ot v

u(0,t) =0 w(L,t) =0 t>0
u(z,0) = f(x) O<z<L

donde k es proporcional a la conductividad térmica y se llama difusividad térmica.
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La solucién de dicho problema estd dada por la serie

71,2

0
nm 72
u(z, t) = Z A, sen (T x) e M
n=1

con

Ap, = %/OLf(x) sen (%w) dx

Ejemplo 5.1

Resolver la ecuacion del flujo del calor:

0°u  Ou
5= a0 k>0 O<azx<m t>0
ox ot
u(0,t) =0 u(m,t) =0 ¢t>0
u(z,0) =1 O<z<m
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Solucioén: - -
2P
n Tt 2
L=7n = u(z,t)= E A, sen <7#:1:> e 2= E A, sen(nx) e ™M
n=1 n=1

con A, = 2 /ﬂf(a:) sen(nz) dx.
™ Jo

Ademas, u(xz,0) = f(x) = 1.

An = %/Oﬂi\(lf-)/sen(nw) dx:%/oﬁsen(nﬂ?)dx:%[_W]Z
= 2 (—costam +1)= (- (-1)'+1) n=123,..
nm na

(e.e)
2
Por tanto  u(xz,t) = » —(1 —(—1)")sen(nz)e "
nm
n=1
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La ecuacion de onda

u(x,t)

0 L X

Consideremos las vibraciones transversales de una cuerda extendida entre dos puntos, por ejem-
ploo, £ =0 y x = L. El movimiento se produce en el plano XY de manera tal que cada
punto de la cuerda se mueve en direccion perpendicular al eje X. Sea wu(z,t) el desplazamiento
de la cuerda en el instante de tiempo t > O medido desde el eje X. Supongamos que:

e La cuerda es perfectamente flexible.

e La cuerda es homogénea, esto es, su masa por unidad de longitud es constante.
e Los desplazamientos u son pequeinos comparados con el largo de la cuerda.

e La tensidn de la cuerda es constante.

e La tensidn es grande en comparacién con la fuerza de gravedad.

e No actlan otras fuerzas sobre la cuerda.
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En tal caso, el desplazamiento wu(x,t) de la cuerda estd dado por la solucién del problema de
condiciones de frontera:

o 9%u 0%u

_— = — O<zxz<L t>0
8z2 ot v
u(0,t) =0 w(L,t) =0 t>0
ou
w(z,0) = f(z) — =g(x) O<z<L
ot |,—o

La solucién de dicho problema estd dada por la serie

oo

anm an nm
,t) = A, cos (—t) By, sen (—t) sen (— )
w(x,t) T;_ 7 + 7 7%
con
5 L
A, = —/ f(x)sen (nlx> dz
L Jo L
5 L
B, = — g(x) sen (T:B) dz
antm Jg L
Observemos que si la cuerda se suelta a partir del reposo entonces g(x) = O para todo

x € [0, L] vy, en consecuencia, B, = 0.
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5 9%u . 9%u

a —— = —— O<zr<m t>0
Ejemplo 5.2 Ox>  Ot?
u(0,t) =0 u(m,t) =0 t>0
0
u(zr,0) =0 a4 =2 0O0<z<m7
Ot |;—o
Solucidn:

Como L = m tendremos:

u(zx,t) = i (An cos (? t) + B, sen (? t> ) sen (% a:)

n=1
00
= E (An cos(ant) + B, sen(ant)) sen(nx) con
n=1
2 ™
A, = —/ f(z)sen(nz) dz y
™ Jo
2 T
B, = — g(x)sen(nx) dx
ant Jq
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3 ou
Ademds u(xz,0) = f(z) =0 y 5 = g(x) = 2. Por lo tanto:
t=0

2 ™
A, = ?/o I\(Oflsen(nx)dx—o

2 T 2 4
B, = P ; g(;r)sen(na:) dx—M/o 2sen(nx) dz
4 _COS(nm)W_ 4 _ 4
= o [ = s ) = (- o
Por tanto
uw(zx,t) = Z (An cos(ant) + By, Sen(ant)> sen(nz)

3
Il
A

= i 4 (1 —(=1)") sen(ant) sen(nx)

an?m

3
Il
A
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