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5.1. Definiciones generales

Se llama ecuación en derivadas parciales de segundo orden a una ecuación de la forma

F

(

x, y, z,
∂z

∂x
,
∂z

∂y
,
∂2z

∂x2
,
∂2z

∂x∂y
,
∂2z

∂y2

)

= 0

o bien, expresando las derivadas parciales en forma reducida,

F
(
x, y, z, z′x, z

′
y, z

′′
xx, z

′′
xy, z

′′
yy

)
= 0

Para expresar más brevemente este tipo de ecuaciones utilizaremos

p =
∂z

∂x
, q =

∂z

∂y
, r =

∂2z

∂x2
, s =

∂2z

∂x∂y
, t =

∂2z

∂y2

con lo que nos queda una expresión de la forma

F (x, y, z, p, q, r, s, t) = 0
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5.2. Ecuaciones en derivadas parciales lineales homogéneas
con coeficientes constantes

Se llama ecuación en derivadas parciales lineal homogénea con coeficientes constantes a una

ecuación de la forma

a
∂2z

∂x2
+ b

∂2z

∂x∂y
+ c

∂2z

∂y2
+ l

∂z

∂x
+m

∂z

∂y
+ nz = 0

donde a , b , c , l , m , n son coeficientes constantes.

Principio de superposición

Teorema 1 (Principio de superposición) Sean u1 , u2 , . . . , uk soluciones de una ecuación

en derivadas parciales lineal homogénea con coeficientes constantes. Entonces

u = c1u1 + c2u2 + · · ·+ ckuk =

k∑

i=1

ciui ci constantes

también es solución de dicha ecuación.
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Este resultado se puede extender al caso en el que se tengan un número infinito de soluciones.

Aśı, cada vez que tengamos un conjunto infinito u1 , u2 , u3 , . . . de soluciones de una

ecuación lineal homogénea, se puede obtener otra solución u formando la serie u =

∞∑

k=1

ckuk

con ck constantes.

Método de separación de variables

Un procedimiento para obtener la solución general de una ecuación lineal homogénea con coe-

ficientes constantes lo proporciona el método de separación de variables, el cual se ha revelado

extraordinariamente fruct́ıfero en numerosos problemas de la F́ısica matemática. Este método re-

duce la integración de una ecuación en derivadas parciales de segundo orden con dos variables

independientes, a la integración de dos ecuaciones diferenciales ordinarias y resulta aplicable a las

ecuaciones homogéneas en las que está ausente el término en la derivada mixta.

Consideremos, pues, la ecuación lineal homogénea de coeficientes constantes

a
∂2z

∂x2
+ c

∂2z

∂y2
+ l

∂z

∂x
+m

∂z

∂y
+ nz = 0

que carece de término en
∂2z

∂x∂y
.
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Ensayando una solución de la forma

z = X(x)Y (y)

tendremos

aY X ′′+ cXY ′′+ lY X ′+mXY ′+ nXY = 0

donde se ha empleado ′ para designar la derivación ordinaria respecto de la única variable de que

dependen X e Y.

Dividiendo por el producto XY, queda

a
X ′′

X
+ c

Y ′′

Y
+ l

X ′

X
+m

Y ′

Y
+ n = 0

Observemos que ciertos términos de dicha ecuación solamente dependen de x y los otros de

y. Agrupando dichos términos, unos en el primer miembro y los otros en el segundo, tendremos

a
X ′′

X
+ l

X ′

X
+ n = −c

Y ′′

Y
−m

Y ′

Y

y si esta igualdad ha de cumplirse para todos los valores posibles de x e y, sus miembros deben

ser iguales a la misma constante λ arbitraria.

Grupo EDUMATICUS. Departamento de Matemática Aplicada. Universidad de Málaga 5
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Aśı pues, nos queda

a
X ′′

X
+ l

X ′

X
+ n = −c

Y ′′

Y
−m

Y ′

Y
= λ

y, operando, la ecuación se desdobla en dos ecuaciones diferenciales ordinarias

aX ′′+ lX ′+ (n− λ)X = 0

cY ′′+mY ′+ λY = 0

cuya integración nos proporciona las funciones X(x) e Y (y) que determinan la solución z.

De esta forma el valor de la constante λ queda indeterminado, pero las condiciones del problema

pueden reducir el número de sus posibles valores. Por otra parte hay que señalar que λ también

viene condicionada por la naturaleza f́ısica del problema.

5.3. Problemas con condiciones en la frontera

Las ecuaciones en derivadas parciales lineales homogéneas con coeficientes constantes

k
∂2u

∂x2
=

∂u

∂t
, k > 0 Ecuación del calor

a2
∂2u

∂x2
=

∂2u

∂t2
Ecuación de onda
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desempeñan un papel importante en Ingenieŕıa, ya que muchos de los problemas que se plantean

quedan reducidos a la resolución de una de esas ecuaciones, o bien a sus generalizaciones para un

mayor número de variables espaciales.

Los problemas que consideraremos en esta sección vienen descritos mediante una de las ecuacio-

nes en derivadas parciales anteriores, junto con ciertas condiciones adicionales. Estas condiciones

adicionales pueden consistir en condiciones de frontera o en condiciones iniciales. La descripción

matemática colectiva de un problema de esta naturaleza es conocida como problema de condición

en la frontera.

La ecuación de flujo del calor

-
0 L

u = 0 u = 0

X

Consideremos una barra delgada o varilla de largo L con una distribución longitudinal de tem-

peratura f(x) y cuyos extremos se mantienen a una temperatura constante de cero grados en

todo instante. Supongamos que:
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• El flujo de calor se produce solamente en la dirección del eje x.

• No se pierde calor a través de la superficie lateral de la varilla.

• No se genera calor en la varilla.

• La varilla es homogénea, esto es, su densidad por unidad de longitud es constante.

• Su calor espećıfico y su conductividad térmica son constantes.

En tal caso, la temperatura u(x, t) de la varilla en el punto x e instante de tiempo t

está dada por la solución del problema de condiciones de frontera:

k
∂2u

∂x2
=

∂u

∂t
, k > 0 0 < x < L t > 0

u(0, t) = 0 u(L, t) = 0 t > 0

u(x,0) = f(x) 0 < x < L

donde k es proporcional a la conductividad térmica y se llama difusividad térmica.
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La solución de dicho problema está dada por la serie

u(x, t) =

∞∑

n=1

An sen
(nπ

L
x
)

e−
n2π2

L2
kt

con

An =
2

L

∫ L

0

f(x) sen
(nπ

L
x
)

dx

Ejemplo 5.1

Resolver la ecuación del flujo del calor:

k
∂2u

∂x2
=

∂u

∂t
, k > 0 0 < x < π t > 0

u(0, t) = 0 u(π, t) = 0 t > 0

u(x,0) = 1 0 < x < π
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Solución:

L = π =⇒ u(x, t) =

∞∑

n=1

An sen

(
nπ/

π/
x

)

e
−

n2π2/

π2/
kt

=

∞∑

n=1

An sen(nx) e
−n2kt

con An =
2

π

∫ π

0

f(x) sen(nx) dx.

Además, u(x,0) = f(x) = 1.

An =
2

π

∫ π

0

f(x)
︸ ︷︷ ︸

1

sen(nx) dx =
2

π

∫ π

0

sen(nx) dx =
2

π

[

−
cos(nx)

n

]π

0

=
2

nπ

(
− cos(nπ) + 1

)
=

2

nπ

(
− (−1)n +1

)
n = 1,2,3, . . .

Por tanto u(x, t) =

∞∑

n=1

2

nπ

(
1− (−1)n

)
sen(nx) e−n

2kt

◦
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La ecuación de onda

-

6

v

0
v

L X

u(x, t)

Consideremos las vibraciones transversales de una cuerda extendida entre dos puntos, por ejem-

plo, x = 0 y x = L. El movimiento se produce en el plano XY de manera tal que cada

punto de la cuerda se mueve en dirección perpendicular al eje X. Sea u(x, t) el desplazamiento

de la cuerda en el instante de tiempo t > 0 medido desde el eje X. Supongamos que:

• La cuerda es perfectamente flexible.

• La cuerda es homogénea, esto es, su masa por unidad de longitud es constante.

• Los desplazamientos u son pequeños comparados con el largo de la cuerda.

• La tensión de la cuerda es constante.

• La tensión es grande en comparación con la fuerza de gravedad.

• No actúan otras fuerzas sobre la cuerda.
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En tal caso, el desplazamiento u(x, t) de la cuerda está dado por la solución del problema de

condiciones de frontera:

a2
∂2u

∂x2
=

∂2u

∂t2
0 < x < L t > 0

u(0, t) = 0 u(L, t) = 0 t ≥ 0

u(x,0) = f(x)
∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
t=0

= g(x) 0 < x < L

La solución de dicho problema está dada por la serie

u(x, t) =

∞∑

n=1

(

An cos
(anπ

L
t
)

+Bn sen
(anπ

L
t
)
)

sen
(nπ

L
x
)

con

An =
2

L

∫ L

0

f(x) sen
(nπ

L
x
)

dx

Bn =
2

anπ

∫ L

0

g(x) sen
(nπ

L
x
)

dx

Observemos que si la cuerda se suelta a partir del reposo entonces g(x) = 0 para todo

x ∈ [0, L] y, en consecuencia, Bn = 0.
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Ejemplo 5.2
a2

∂2u

∂x2
=

∂2u

∂t2
0 < x < π t > 0

u(0, t) = 0 u(π, t) = 0 t ≥ 0

u(x,0) = 0
∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
t=0

= 2 0 < x < π

Solución:
Como L = π tendremos:

u(x, t) =

∞∑

n=1

(

An cos

(
anπ/

π/
t

)

+Bn sen

(
anπ/

π/
t

))

sen

(
nπ/

π/
x

)

=

∞∑

n=1

(

An cos(ant) +Bn sen(ant)
)

sen(nx) con

An =
2

π

∫ π

0

f(x) sen(nx) dx y

Bn =
2

anπ

∫ π

0

g(x) sen(nx) dx
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Además u(x,0) = f(x) = 0 y
∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
t=0

= g(x) = 2. Por lo tanto:

An =
2

π

∫ π

0

f(x)
︸ ︷︷ ︸

0

sen(nx) dx = 0

Bn =
2

anπ

∫ π

0

g(x)
︸︷︷︸

2

sen(nx) dx =
2

anπ

∫ π

0

2 sen(nx) dx

=
4

anπ

[

−
cos(nx)

n

]π

0

=
4

an2π

(
− cos(nπ) + 1

)
=

4

an2π

(
− (−1)n +1

)

Por tanto

u(x, t) =

∞∑

n=1

(

An cos(ant) +Bn sen(ant)
)

sen(nx)

=

∞∑

n=1

4

an2π

(
1− (−1)n

)
sen(ant) sen(nx)

◦
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