Tema 1

Transformada de Laplace

Contenidos

= Transformada de Laplace

= Transformada inversa de Laplace
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 1: Transformada de Laplace

1.1. Transformada de Laplace

Se define la transformada de Laplace de una funcién F : RT™ — R y se denota por /L[F(t)}
a la funcién f(s) determinada por

E[F(t)} = f(s) = /O T emstR(e) dt

siempre que dicha integral exista.

Ejemplo 1.1

Calcular la transformada de Laplace de la funcion F(t) = t.
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior

Solucién:

Tema 1: Transformada de Laplace

(integracién por partes
oo — — st —te st e st "
L‘,[t] = / estidr =4 v==t duv=edt U _ 5, { —/ dt
efst
du = dt v =
\ —S8 )
—t e—st e—st n —n e—sn e—sn eO
= Il’m{ — 2} = Iim 5 —|—0—|——2
n—oo s s2 |, nooo s s s

s2

*

(siempre que s > 0)*
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Obsérvese que esa condicion es necesaria para que la integral sea convergente.
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Tema 1: Transformada de Laplace

Transformadas de Laplace de las funciones elementales

r 1
L 1} = — s>0
L S
[n n!
E_t i| _STLT s>0
E_ _ a
_Sen(at)] = 32—|——a,2 s>0
[ a
L _Senh(at)} = m s > \a]

- t 1

e“}: s>a

L Ss—a

o] _ T(@+1) .
_t]_(ng .’L'>—1,S>O
[ _ S

_COS(at)] = 52—|——a,2 s>0
_COSh(at)} == m s > ‘G,’

Ejemplo 1.2

Demostrar que L [1}

1
— yque E{e“t] =
s

s—a
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Solucioén:

el

o0
/ e *'1dt = Iim
O n—oo

E[e“t] / e ste® dt = / e t6-9) gt = |Iim
O 0 n—oo

1

s—a

|: e—t(s—a)

(siempre que s > a)
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e—st|" |
[ ] = Iim —(e_s"—e0>=
—s n—oo §

n
——| = Ilim
—(s—a)}o n—oo §—a

Tema 1: Transformada de Laplace

(siempre que s > 0)

(e—n(s—a) . eO)
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Propiedades de la transformada de Laplace

Sean f(s) =L[F(t)} y g(s) =£[G(t>]

Tema 1: Transformada de Laplace

= L es un operador lineal, es decir, E[a F(t) + bG(t)] =a f(s)+bg(s)

» Traslacién: si  H(t) = { F(to_ a) i i Z
» Cambio de escala: ﬁ[F(at)] = lf (f) Va >0
a a

= Transformada de la derivada: E[F’(t)} = sf(s) — F(0)

y, generalizando para derivada de orden n:

entonces £[H(t)} =e *f(s)

E[F(”)(t)] = s"f(s) — s""1F(0) — s"2F'(0) — - - - — sF("2(0) — F(=1(0)

t
» Transformada de la integral: L {/ F(u) du} _ )
0 s

d?’L
= Multiplicacién por potencias de ¢: E[t”F(t)} = (—1)”d—f(s)
Sn
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 1: Transformada de Laplace

C . F(t
= Divisién por t: si  Iim (@)
t—0t+ ¢

F(t °
existe, entonces L {¥] = / f(u) du
= Multiplicacién por exponenciales: si a € R, entonces L[eatF(t)} = f(s—a)

t
= Convolucién: si F x G z/ F(u)G(t — u) du entonces E[F* G] = f(s)-g(s)
0

Ejemplo 1.3
Calcular:

(a) £[3 e2t 4 2 cos(5t)] (b) L [/t cosh (5t) dt} (c) L [tQ sen(2t)]
0

1 — cos(2t)
@ [t @ cfen ]
t
Grupo EDUMATICUS. Departamento de Matemdtica Aplicada. Universidad de Mélaga 7
Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 1: Transformada de Laplace
Soluciodn:

(a) 5[3 e2t 4 2cos(5t)] = 3£[e2t] - 2£[COS(5t)}= 3 S i > +2 s2 + 25

t L h (5t S
(b) LUO cosh(5t)dt]: [cosn ¢ )]: s2—-25 _ 1

s s s2 — 25

2 " -2s 1\

« M - (‘1)2;?@56”(2’”}) ~(o5a) —2(eren)
4 —-3s5°+ 4
(s2+4)°
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 1: Transformada de Laplace

= |lim = 0 existe. Por lo tanto,

t—0t

d ITm
( ) t—0t t

ﬁ{l_%s(%)] - /:oﬁ[l—cos(zt)} duz/:o (%—#) du

= lim [|nu—%|n(u2+4)r= Iim [lnLr

1 — cos(2t) _ (0) L'H 2sen(2t)

n—00 s n—o0 v u?2 + 4 B
= Im |In—— n—> | =t _Ep¥td
n—oo | \/n?+4 Vs?+4 s+ 4 <
28! 28!
() Como L [tzs} = —__ entonces L [e” tQS} =
529 (s —7)29
______ 0O ———=—--
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 1: Transformada de Laplace

Calculo de integrales impropias

Teniendo en cuenta las propiedades de las integrales dependientes de un pardmetro, si F'(t) es
una funcién continua (o posee un niimero numerable de discontinuidades) y f(s) = L[F(t)},

se tendra que

/ F(t) dt = |rm/ et F(t) dt = Iim f(s)
0 s—0 Jo s—0
ya que Il’ng e SR (t) = F(t).

Observacién: si la transformada f(s) existe para s > 0, el limite anterior sélo tendrd sentido
calcularlo por la derecha de 0. Esto es:

/OOF(t) dt = Iim /OoeStF(t) dt = Iim f(s)
0 s—0t Jo s—0t

Ejemplo 1.4
Calcular / &ntdt.
0 t
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 1: Transformada de Laplace

Solucién:

. sent O\ vH _ cost )
Im — = — ] = Iim —— =1 existe
t—0+ 0 t—ot 1

n

o0 o0 1
c|sentl — / L[sent] du=/ T du= Iim [arctgu]
: : w2 +1 SRS .

= Iim [arctg n — arctg s} = g — arctgs

n—oo

Por lo tanto,
* sent B sent B T T T T
/ ——dt=Iim L = Iim (——arctgs>=——arcth=——O=—
0 t s—0t t s—0t+ \2 2 2 2
______ 0 —————o
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 1: Transformada de Laplace
Teoremas sobre transformadas de Laplace
Si f(s) = £[F(t)] se tiene que:
= Comportamiento en el infinito:  Iim f(s) =0
S—00
= Teorema del valor inicial:  Si Iim F'(t) existe, entonces Iim F(¢t) = Iim sf(s)
t—0+ t—0t S—00
= Teorema del valor final:  Si Iim F'(t) existe, entonces |Iim F(t) = Iim sf(s)
t—o0 t—o00 s—0t
Ejemplo 1.5
2
. . ., s
Demostrar que no existe ninguna funcion F(t) tal que ,C[F(t)} = .
242547
Solucidn:
_ S .
Iim —————— =1 # 0 v, por lo tanto, no puede ser la transformada de Laplace de ninguna

5700 824 25 7 " . e
funcién, ya que no se verifica el teorema de comportamiento en el infinito.
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1.2. Transformada inversa de Laplace

Tema 1: Transformada de Laplace

En la practica, es de vital importancia el poder recuperar F'(t) a partir de su transformada de

Laplace f(s) = E[F(t)] Para ello, se define la transformada inversa de Laplace y se denota

por Efl[f(s)], a la funcién F(t) tal que E[F(t)] = f(s).

Transformadas inversas de Laplace de las funciones elementales

(1 1

L1 —}:l s>0 L1 ]:e“t s>a
K |s—a
(1 tm [ 1 "

L1 = — >0 L1 = >—-1:5>0
| sntl n! 5 Ean MNz+1) v y
1 sen(at) [ s

~1 _ 1 _

L _82+a2] = ” s>0 L 82+a2] = cos(at) s>0
1 senh(at [

£t 5 2} = (at) s> |al Lt > i 2} = cosh(at) s> |al
|5 —a a s a
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Propiedades de la transformada inversa de Laplace

Sean F(t):,c—l[f(s)] y G(t) =c—1[g(s)]

Tema 1: Transformada de Laplace

= £71 es un operador lineal, es decir, £~} [a f(s) + bg(s)] =aF(t)+bG(t)

» Traslacién: £71 [e*asf(s)] = H(t) siendo H(t) = {

= Cambio de escala: £7! [f(as)} = lp (E)
a

a

t
» Transformada de la integral: £~} {ﬁ} =/ F(u) du
S 0

d’rL
» Multiplicacién por potencias de t:  £71 [df_(s)
sn
°° F(t
= Divisién por t: L% [/ fu) du] = %
S
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0

F(t—a) t>a

t<a

} = (1) F(t)
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 1: Transformada de Laplace
» Multiplicacién por exponenciales: Si o« € R, entonces L1 [f (s — a)] = e F(t)

t
= Convolucién: Si F « G = / F(u)G(t —u) du entonces L1 [f(s) -g(s)} =FxG
0

Ejemplo 1.6

Calcular:
3s 5 1 s+ 1
a) L£71 — b) £t | ——— c) L£71|In
® o 0 e © ()
& 1 1
d) £t —d e) £t |— i ——
@ U u? =36 “] (©) [(3_2)2+9]
Solucién: . . .
(a) £t 5 =3L"1 s —5L1|——|=3cos(2t) -5e"
s2+4 s—7 s2+4 -7
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 1: Transformada de Laplace
1
1 2 ! 1 ! 3
(b) £|—| = 1|9 =/ ct du=/ sen3u) 4,
S (32 + 9) S 0 82 + 9 0 3
1[ cos(3u)l’ 1 1
= = —M = ——(cos(3t) — Cos O): ——(cos(3t) — 1)
3 3 |, 9 9

Otra forma:

-1 1 _ o1 11 -1 1 Y -1 1] _ sen(3t) o1
s(s249) 249 s s2+9 s 3
t 3 1
= /M.ldu:...z__(cos(:gt)_l)
o 3 9

s+1\]" _ 1 1 )
(c) Tenemos {In( . )] —[In(s—i—l)—lns} P y, asi,
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 1: Transformada de Laplace
1 /
()] = coree { ()]
|1 —t Lt +1
s+ 1 s
et o1 = —trt]) { ( )}
-1 lin s+ 1 _e_t—l
s ¢

-1 { _ 1 ] senh (6t)
u® — 36

E*l

y, por lo tanto,

=5 - 7
1 senh (6¢
@) £t / _t du| = _ 6 _senn(eh
. u2—36 ' t 6t
(&) £t 1 _ o2t o1 [ e sen(3t)
(s—2)2+09 s2+9 3
______ O [
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 1: Transformada de Laplace

Calculo de la transformada inversa de Laplace de funciones racionales

‘0= 10

infinito, la transformada inversa existird siempre que el grado del polinomio del numerador P(s)
sea menor que el grado del denominador Q(s), y la forma de calcular dicha transformada inversa
consistird en descomponer en fracciones simples f(s), para posteriormente, utilizando la linealidad

(cociente de polinomios), debido al teorema del comportamiento en el

de £-1, obtener £71 [f(s)} como suma de las transformadas inversas de cada fraccién simple.

Ejemplo 1.7
—2s34+55—1
(s—2)(s—3)2(s24+4)(s2—4s+8)

dejando indicados los coeficientes de la descomposicién en fracciones simples.

Calcular la transformada inversa de Laplace de f(s) =
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 1: Transformada de Laplace

Solucidn:
A B C Ds+ FE Fs+ G
s—2 s—3 (s—3) s+ 4 s2—4s+8
A B C Ds+ FE Fs+ G
= + -+ S+ ST+ g
s—2 s—3 (s—3) s>+ 4 (s—2)2+4
A B C Ds+FE F(s—2)+G+2F
s—2 s—3 (s—3)? 2+ 4 (s—2)2+4
1 1 1 s 1 s—2
= A B C D E F
s—2+ s—3+ (s—3)2+ 32—|—4+ 32—|—4+ (s—2)2+4+4
1
G+2F)— ——
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Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 1: Transformada de Laplace
Asi,

L1 [f(s)] = Ae? 4+ Be3 4+ Cted + Dcos(2t) + gsen(Qt) + Fe® cos(2t)

—|—¥ e’ sen(2t)
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