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1. Calcular:

(a)

(b)

2. (a)

(b)

3. (a)

(b)

4. (a)

[e'e) t
4 =t [ SRT ) A
(0.4 p) /0 ( /0 T da

(0.2 p)

(x4+y+2)de+ 2x+2y+4)dy =0
(0.8 p) Resolver el problema de Cauchy:
y(0) = —2

el‘

(0.7 p) Resolver la ecuacién diferencial: 3y +y= 5 -

<

(0.8 p) Resolver: !V +3y" —4y =3e** —3e % +cosx — 2senz

(0.7 p) Resolver utilizando transformadas de Laplace:

(0.7 p) Estudiar, dependiendo de los valores de la constante real A, si la ecuacién
yAr +2z)dr +z(x + 2)dy +2ydz =0
es integrable. Resolverla en caso afirmativo.

0.5 p) Encontrar la solucién particular de la ecuacién  2xp+yqg—4z =0 que contiene a la curva
z=1; z=2a%+4>

(0.3 p) Resolver la ecuacién en derivadas parciales:  z + eP? — qy = px.

(0.6 p) Sabiendo que wu(z,t) = Z

n=1

ant ant nmw .,
A, cos (Tt) + B, sen (Tt) ] sen (fzx> es la solucién de:

9 0%u B 0%u

u(0,t) =0 u(L,t) =0 t>0
. . ou .
aplicar las condiciones u(z,0) = f(x) ; 5 =g(z) con 0 < x < L para obtener la solucién de
t=0

la ecuacion de onda.

(0.3 p) Utilizando el resultado obtenido en el apartado anterior, resolver la ecuacién de onda cuando
L =m para f(z)=g(z)=senz — 2sen(3z).



SOLUCION

(o.¢]
1. (a) Recordemos que / F(t)dt = lim L[F(t)] siempre que dicha transformada y dicho limite existan.
0

s—0+

En este caso,
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00 t t . — —arctg(s+ 1) Ep——
/ (e_t / ST dx) dt = lim L[F(t)] = lim £ [e_t / S‘;”dx} “ Y | 2 =2 4 zg
0 0 0

2x 50+ 50+ x s—0+ 2(s+1) 2
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(s = 1)(s - 2)}

Por lo tanto, no existe £~} [

1 1 2
2. (a) Observemos que como 3=3=71 lasrectas z+y+2=0y 2z +2y+4 =0 son coincidentes. Asi,
tenemos:

y, por lo tanto, nos queda

r+y+2=0
(x4+y+2)(dz+2dy) =0 =
de+2dy =0

Integrando la segunda ecuacién nos queda x + 2y = C' como solucién general de la ecuacion dada.

Observemos que x +y+ 2 =0 también verifica la ecuacién original y no esta incluida en la solucién general.
Por lo tanto =+ y + 2 =0 es una solucién singular de la ecuacion.

Aplicamos la condicién inicial a las soluciones de la ecuacién:

y(0)=-2 = 0+2(-2)=C = C=-4 = z+2y=—4

y(0)=—-2 = 0—-2+2=0 (severifica) = xz+y+2=0 es solucién



Por lo tanto, las dos soluciones de este problema de Cauchy son x +2y=—-4y z4+y+2=0.

2. (b) Es una ecuacién de Bernouille. Pasamos a resolverla.
Multiplicando toda la ecuacién por y? se obtiene 3y'y? + 33 = e®.

Realizamos el cambio 3% =t, con lo que 3y%y’ =t vy, asi,

t'+t=e¢"
que es una ecuacion lineal.
Su solucion es
t=ty,+t, —
dt dt
ty, = t'+t=0 = d——i—t:() = 7+da::0
T

— Int+z=InC = t,=Ce"*

Asi, la solucién de la ecuacién lineal es t = Ce™* + 3 e”.

Deshaciendo el cambio realizado nos queda

3. (a) La solucién de una ecuacién de este tipo es y = yp +yp, donde y;, es la solucién general de la ecuacién
homogénea asociada e g, es una solucién particular de la ecuacion dada.

El polinomio caracteristico asociado es p(\) = A* + 3A? — 4. Pasemos a hallar sus raices:
Tenemos

2 _
34 0F16 -345 =1 = A=41
2 — :>

Nal—4=0 — (\)°4302—4=0 — \>= :

N=—4 —= \=42i

Asi, las raices del polinomio caracteristico son A =1 ; X = —1 ; A = £24¢. Por lo tanto, un sistema
fundamental de soluciones de la ecuacién es {em ) e‘x,cos(Qa:),sen(Qx)} y la solucién general de la ecuacién

homogénea asociada es
yp = C1e" 4+ Cre ™ 4+ Cscos(2x) + Cysen(2x)



Siendo L(D) = D* +3D? — 4, tenemos para el cdlculo de la solucién particular (utilizando el método
operacional):

1 1 1
—_ 2z | —x 2
Y =3 T0D) [e } SL(D)[ }Jr L(D) [COS‘”] L(D)[Se”}
Asi,
1 [eQx] _ e :ﬁ
(D) P(2) 24
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5D+1[—2] 10 D+1[e } 10D+1[e } 10 D—1+1H 10 DH
o o—et  —ze”
T 10 YT 10
1 COS T COS T COS T COS T
= = = = E)=FE*+3E -4
L(D)[COM} Q(—12) ~ Q(-1)  (—12+3(-1)—4 -6 con Q(E) 3
1 sen xr Ssen xr sen xr Sen x
— — — = E)=E?+3E -4
L(D)[Senx} Q(—12) ~ Q(-1)  (—1)2+3(-1)—4 -6 con Q(F) *

Por lo tanto

_gﬁ _3 —xe * N CcoS T _2senx B £+ 3re™® _cosT n senx
Ir =29, 10 6 6 8 10 6 3
y asi,
2 —x
3
y=0C1e"+Cre * + C3cos(2z) + Cysen(2x) + — + G
8 10 6 3
______ O —_—— — — ——
3. (b)

' =2 +y=a?e* = E[y”—2y’+y}:£[:1:2ex] = E[y"]—2£[y/]+£[y]:£[a:26x]




4. (a) yM+22)dr+z(z+2)dy+aydz=0 = ﬁz(y(Al’%—QZ),x(J:—i—Z’),:cy)

7 7 k

BHF) = ot (yOa +22),0(@+2)ay) = | 9 2 (0,20 - aa—2)
Ox oy 0z
yAr +2z) z(z+z2) wy

—

Fﬂ)%(ﬁ) = (y()\x+22),:c(x+z),xy>-(0,y,2a:—/\:1:—z):a:y(x—l—z)—i-:cy(Qa:—)\x—z)
= ay(z+z+2r -z —2)=2*y(3-N) =0 < A=3

Por lo tanto la ecuacién es integrable para A =3 y queda

y(Bx +2z)de+x(r+2)dy+aydz =0

Consideremos x como parametro constante, con lo que dz = 0. Asi,
yBr+2z)de+z(x+2)dy+2ydz =0 = z(z+2)dy+2ydz=0 = (v+2)dy+ydz=0

que es una ecuacion de variables separables.
Separandolas

Y T+ z

d d
y_|_ c ) — Ihy+nx+z2)=InC = hylx+z)=hC

se obtiene que su solucién es G(x,y,z) =y(x + z) =C.

0G(x,y,z 1
CLE ) Qs = el eats) = ) = 1
) 0G(r.y.7) 1 Coyets) 26
K(G,CC) - M(%y73)P(%yyz)_T—;y(3$+22) y—T—?

2G
dG+K(G,x)dr =0 = dG+— dz = 0 que es una ecuacién diferencial de variables separables.
x

Separandolas

%—i—&:o — InG+2lnz=InC =— hGz>’=InC
T

se obtiene que su solucién es Ga? = C, 'y, sustituyendo el valor conocido de G, obtenemos que la solucién
general de la ecuacién de Pfaff es x2y(z + 2) = C.

______ o _—— e ———

il d d
4. (b) 2zp4yq—42=0 = 22uaptyq=4z — &% _ s

2x Y 4z
d d d 2d
L O Inz -—2lny=InC; = In 2 =InCy = ﬁzCl
2x Y T Y y? y?
dy dz 4dy dz yt 4

=— = ———=0 = 4lny—lnz=InCy;, = ln<>:ln02 — y—:C’Q
Y 4z Y z z z



(2) yj -, = (5) y'=Cy SUN y? = /C sustituyendo en (4) :
z

= (8) z=C1vC sustituyendo (6) y (7) en (8) se tiene :
— \/1— \/02201 Cg — 1—\/02201202

Una vez obtenida una relacién exclusivamente entre constantes, se sustituyen los valores iniciales de estas
constantes y operamos para simplificar la expresion obtenida:

4 2 4 2 2
LG =020 — 1- y:(gyzil_y:xziz_ﬁf:ﬁ
z z

4. (¢) z+elMl—qy=pr = z=pr+ qy—eP!. Estamos ante el tercer caso particular:

p=C1 ; q=0Cy = z=Cz+ Coy— 2

5. (a) N
0= 3 [dncos (1) + Bysen (% 0) | sen (F )

n=1
. .. ou .
Teniendo en cuenta las condiciones u(z,0) = f(x) y Fn = g(x), se obtiene:
t=0
> anmw anmw nmw > nm
u(z,0) = nz::l (An cos (T 0) +B,, sen (T 0) ) sen (f a:> = T;An sen (T x) = f(x)

1 0

E A, sen (— x) es el desarrollo en serie de Fourier de senos en medio intervalo. Por la unicidad

de los coeﬁ(:lentes de dicha serie de Fourier se tiene que

= % /OLf(m)sen (%x) dz

ou > anm anm anm anm nm
yrili ngl ( - A, — - sen (—L t) + B, — - cos (—L t) ) sen (f m)
ou i 4ot (amr 0) 4B, onm (amr 0) (mr )
— = — A, — sen ( — — cos ( — sen ( —x
Ot |,—o "L L "L L L
n=1 N——— —_———




obteniéndose de nuevo un desarrollo en serie de Fourier de senos en medio intervalo. Por la unicidad de los

coeficientes de dicha serie de Fourier, se tiene que:

2 [F 2 [F
BncmLW:L/O g(m)sen(%x) do = B,=— g(:c)sen(%a;) dz

ant Jo

Por tanto,

u(z,t) = i [An cos (anTﬂ t) + By sen (anTw t) ] sen (n%r :1:) con

5. (b) Como L =7 tendremos:

u(at) = E(A (“574) + Basen (“574) ) sen (% )

= i_": (An cos(ant) + By, sen(cmt)) sen(nz) con

n=1
A, = 2/ f(x)sen(nx) dx y B, = 2 g(z)sen(nz) dz
T Jo

anm J

f(z) =senz—2sen(3x). En este caso no hard falta determinar los coeficientes A, mediante su férmula integral

pues:
o0
f(z) =senz — 2sen(3z) = Z Apsen(nz) = Ay senx + Agsen(2z) + Agsen(3z) + - - -
n=1
y por la unicidad de los coeficientes del desarrollo de Fourier se tiene que A; =1, A3 = -2, A, = 0 para
n#1,3.
g(x) =senz—2sen(3x). En este caso no hara falta determinar los coeficientes B, mediante su férmula integral
pues:
[e.e]
g(z) =senx — 2sen(3x) = Z naBy, sen(nx) = aBj senx + 2aBy sen(2zx) + 3aBs sen(3x) + - - -
n=1
y por la unicidad de los coeficientes del desarrollo de Fourier se tiene que aB; =1, 3aBs = -2, naB, =0 para
1
n # 1,3, con lo que despejando se obtiene que By = — , By = ~3g° B, =0 para n#1,3.
a a

Asi, sustituyendo los coeficientes obtenidos en la expresion de wu(zx,t) tendremos

u(z,t) = i (An cos(ant) + By, sen(cmt)) sen(nx)

n=1

= <A1 cos(at) + By sen(at)) senz + <A3 cos(3at) + Bs sen(3at)> sen(3x)

= (cos(at) + % sen(at)) senx + ( — 2cos(3at) — % sen(3at)) sen(3z)



