Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior. Cuestionario 2

Ampliacion de Calculo de la Escuela Politécnica Superior

Resolucién del cuestionario 2. Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Razone siempre la respuesta y en caso necesario
indique cual seria la respuesta correcta.

1. La solucién general de la ecuacién diferencial (x2 + 2z — 14) dz + (3y — y3) dy =0 es

3 2 4
x 2 3y y
= — e+ L=
3 T T Ty
Solucion:
Falso.

Recordemos que en la solucién general de una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden siempre aparece
una constante arbitraria. Por lo tanto la expresién dada no puede ser la solucién general de la ecuacién.

La solucién correcta seria

3

2 3 z 2 3y
(z?+2z—14) dz+ [ By—y’) dy=C = St - Met = - =C

I 27y — 6$3
2. La funcién y = 3z? es la tinica solucién del problema de Cauchy z
y(0) =0
Solucion:
Falso.

Y
=~
2. 3%

y:3x4 e y’:12x3 = 1223 —
—~—

=62 = 122% — 623 = 62°
X

y/

y, por lo tanto, la funcién y = 3z* verifica la ecuacién diferencial. Ademds, como 3-0* = 0, la funcién
y = 3z* también verifica la condicién inicial dada. Este hecho asegura que la funcién es solucién del proble-
ma de Cauchy pero no garantiza que sea la unica solucién. De hecho podemos observar que, por ejemplo, la
funciéon y = —a? + 32 también es solucién del problema de Cauchy dado. O

3. La solucion general de la ecuacién diferencial (m + y2) dz 4+ 22ydy =0 es
/(x+y2) dx+/2xydy:C

Solucion:
Falso.
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La ecuacién diferencial dada no es de variables separadas y, por lo tanto, su soluciéon general no se ob-
tiene integrando la funcién P(z,y) con respecto a la variable z y la funcién Q(x,y) con respecto a la
variable y. Para que una ecuacion sea de variables separadas hace falta que presente la siguiente forma:

P(z)dz +Q(y)dy =0
oQ

oP
Esta ecuacién es exacta ya que se cumple que — = 2y = — vy, por lo tanto, su solucién general se obtiene

oy or

igualando la funcién potencial de la forma diferencial exacta a una constante arbitraria.

2
P .. ;X
Asi, su solucién correcta seria 5 +ay? =C. O

4. 23 es un factor integrante de la ecuacién diferencial (x3 + 4z — 4y — 2m2) de —zdy =0.

Solucion:
Verdadero.

3

Al multiplicar la ecuacién por la funcién z° se obtiene la ecuacién diferencial

(xﬁ + 4zt — 423y — 2m5) de —2*dy=0

S . opP 0
que es una ecuacién diferencial exacta ya que — = —4a° = @

Oy T oz

Y
Yy ==+3
5. La funcién y = 322 — 2 es una solucién del problema de Cauchy .
y(1) =2
Solucién:
Verdadero.
y
——
9 / 322 —
y=3x"—r —= ¢y =6c—1 = br—1=——+4+3x — 6—-—1=3z—-1+3x
N—— x

y/
y, por lo tanto, la funcién y = 322 — 2 verifica la ecuacién diferencial. Ademds, como 3-12 —1 = 2,
la funcién y = 322 — = también verifica la condicién inicial. Asf se tiene que es solucién del problema de

Cauchy. O
e4;v
6. y= - es una solucién particular de la ecuacién diferencial lineal 3’ — 2y = e*2.
Solucién:
Verdadero.
Como
Y
=
el” 4 4 el 4 4 4
y=-— = 3y =2 = 2" -2 =¥ — " =¢¥
2 ~~ 2
y/

la funcién dada verifica la ecuacién diferencial dada y, por lo tanto, es solucién particular de dicha ecuacién.O
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7. Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden no puede ser a la vez homogénea y exacta.

Solucion:
Falso.

No hay ninguna razén para que una ecuacién diferencial no pueda ser homogénea y exacta a la vez. Por
ejemplo, la ecuacion diferencial

(x+y)de+(x+2y)dy=0
S . oP 0Q , ) .
es una ecuacién diferencial exacta ya que 0 = 1= e y, ademads, es homogénea ya que las funciones
y x
T4y y =+ 2y son funciones homogéneas de grado 1. O

y=x+y+2
8. La funciéon y = 4e® — x — 3 es una solucion del problema de Cauchy
y(0) =2
Solucién:
Falso.

y=4e" —2—-3 = y =4e" -1 = 4e" —1l=a+4e" —2—-34+2 = 4" —1=4e" -1
Y’ y

y, por lo tanto, la funciéon y = 4e® — x — 3 verifica la ecuacién diferencial.

Sin embargo, como 2 # 4e® — 0 — 3, la funcién no verifica la condicién inicial y, por lo tanto, no es solucién
del problema de Cauchy dado.

Para resolver el problema de Cauchy dado debemos calcular la solucién general de la ecuacién diferencial.
Observemos que es dependiente de una recta. Por lo tanto, efectuamos el cambio x4y +2 = z. Asi se tiene
que dz 4 dy = dz. Sustituyendo en la ecuacién queda

y=r+y+2 = —i:m+y+2 =

= dz —dx:>/ izlz/derC:ln(erl):erlnC
z

= z+1=e"T0 — 2411 =¢"-e"Y = 24+1=C¢"
= 2z2=0e"-1 = z+y+2=Ce"-1 = y=Ce*" -2 -3

Sustituyendo la condicién inicial y(0) = 2 queda 2 =Ce’ —0—-3 = C =5 y, por lo tanto, la tinica
solucion del problema de Cauchy dado es y = 5e® —x — 3. O

3
.z . . ) . . . .
9. La ecuacién diferencial y?y’ + 2 = 22 es una ecuacién diferencial de Bernouille.
x

Solucion:
Verdadero.

Recordemos que la forma general de una ecuacién diferencial de Bernouille es
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Y+ P)y=Qx)y" ; neZ ; n#0,1

Al dividir la ecuacién por la funcién 32 se obtiene la ecuacién

2

x
y' + L -
r oy
. : : 1 )
que es una ecuacién diferencial de Bernouille con P(x) = —, Q(x) =2° y n= —2.
x
Recordemos que con el cambio z = —— = y® se reduce a una ecuacién diferencial lineal.
O
r=X+1
10. Con la traslacién la ecuaciéon (x4 3y +2) do + (20 —3y —5) dy = 0 se reduce a una
y=Y -1

ecuacion homogénea.

Solucién:

Verdadero.

z+3y+2=0
La rectas son secantes y se cortan en el punto (1,—1).
2r —3y—5=0
Por lo tanto, con esa traslacién conseguimos que las dos rectas se corten en el punto (0,0) y que sus
X+3Y =0
ecuaciones se conviertan en y, asi, la ecuacién diferencial se convierte en
2X -3Y =0

(X +3Y) dX 4 (2X —3Y) dY =0

Esta ecuacién ya es homogénea porque las funciones X +3Y y 2X — 3Y son funciones homogéneas de
grado 1.

Recordemos que con el cambio Y = tX se reduce a una ecuacién diferencial de variables separables. O

z+9

11. La funciéon y = — es la tnica solucién del problema de Cauchy
(z+y+1)7° de+ Bz +3y+3)> dy=0

y(0) = ~1

Solucion:
Falso.

d
(z+y+1)° de+Br+3y+3>dy=0 = (z+y+1)°+Bz+3y+3)°

y _
dx_o

— (+y+1)°+Bz+3y+3)7y =0
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2 2
z+9 , 1 z+9 z+9 1

= — = — — _—— ]_ —_—— _—— =

y 9 = y 9:><a: 9 +)+<3x+3( 9 >+3> ( 9> 0
(9 e =949 (9r—x—9+9\ (1N
9 3 9/
8z 2+ sz\?( 1 g 040 60
9 3 9/ 81 81

z+9 _0+9

9 verifica la ecuacién diferencial. Ademds, como —1 = 9

también verifica la condicién inicial. Asi se tiene que es solucién del problema de

y, por lo tanto, la funcién y = —
z+9
9

la funcion y = —
Cauchy.

Sin embargo, no va ser la tnica solucién. Recordemos que este tipo de ecuaciones (dependientes de dos rectas
coincidentes) poseen una solucién singular (la propia recta). Asi, x+y+1 =0 es también solucién de la

ecuacion. Ademads, como 0 — 1+ 1 =0 también verifica la condicién inicial. Por lo tanto z +y+1 =10
también es solucién del problema de Cauchy dado. O
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