Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior. Cuestionario 3

Ampliacion de Calculo de la Escuela Politécnica Superior

Resolucién del cuestionario 3. Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Razone siempre la respuesta y en caso necesario
indique cual seria la respuesta correcta.

1. EI polinomio caracteristico de la ecuacién " —3y” +5y =0 es p(\) = A> — 32 + 5\

Solucion:
Falso.

El polinomio caracterfstico correcto serfa p(\) = A3 — 3\2 + 5. O

2. Si las raices del polinomio caracteristico de grado 4 de una ecuacion diferencial lineal homogénea con coefi-
cientes constantes son 1 doble, 2 y 3, entonces un sistema fundamental de soluciones de dicha ecuacién
serfa {e” cos(2z) , e®sen(3z)}.

Solucion:
Falso.

Si el polinomio caracteristico tiene grado 4, entonces el sistema fundamental de soluciones tiene que estar
formado por cuatro funciones (en este caso sélo tenemos 2). Ademds, las raices reales sélo aportan funciones
del tipo exponencial al sistema fundamental. Para que en el sistema fundamental de soluciones aparezcan
funciones trigonométricas (senos y cosenos), el polinomio caracteristico tiene que poseer raices complejas.

El sistema fundamental de soluciones correspondiente a ese polinomio seria

A=2

2 3
e’ xe” | e | e”
—— ~~
A=1 doble A=3
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3. Sila funcién 22e®® es solucién de una ecuacién diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes,

entonces dicha ecuacion diferencial tiene que tener, como minimo, orden 3.

Solucion:
Verdadero.

En efecto, que €°® sea solucién de la ecuacién implica que A = 5 es raiz del polinomio caracteristico.
Ademids, como aparece multiplicada por z2, dicha rafz tiene que tener, como minimo, orden de multiplici-
dad 3. Por lo tanto, como el polinomio caracteristico tiene que ser de grado mayor o igual que 3, se tiene que
la ecuacion diferencial tiene que tener orden minimo 3. |

4. El polinomio caracterfstico de la ecuacién 3y”’ + 2y” + Ty = 4y’ es p(\) = 3X3 + 202 — 4\ + 7.

Solucién:
Verdadero.
En efecto.
3y/// + 2y// + Ty = 4y/ — 3y/// + 2y// B 4y/ + 7y =0
v, por lo tanto, su polinomio caracterfstico es p(\) = 323 +2A% — 4\ + 7. |

5. La funcién y =0 es solucién de cualquier ecuacién diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes.

Solucion:
Verdadero.

Una ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes tiene la forma
aoy™ + a1y + -+ a1y + any =0
Por lo tanto, podemos observar que la funcién y = 0 siempre es solucién de este tipo de ecuaciones, ya que

al sustituir en la ecuacién hace que se verifique. Hacer notar que siempre se puede obtener en la solucién
general haciendo C; = 0. O
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y'+2y=1
6. Si aplicamos transformadas de Laplace al problema de Cauchy y(0) =2 se convierte en
y'(0) =0

s?2L [yl —2s+2L[y] = L.

Solucion:
Falso.

La aplicacién correcta seria

y'+2y=1 = Lly'+2=L[] = L ]+2L[y]=L[]

= sQE[y}—sy\(g)l—@+2£[y} zé

que seria la respuesta correcta. O

7. Sila funcién e” cos(3x) es solucién de una ecuacién diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes,
entonces el polinomio caracteristico de dicha ecuacién tiene que contener el factor A2 — 2X + 10.

Solucion:
Verdadero.

Que la funcién e” cos(3z) sea solucién de una ecuacién diferencial lineal homogénea con coeficientes cons-
tantes implica que A = 1 + 3¢ sean raices del polinomio caracteristico de dicha ecuacién. Por lo tanto,

(A=1-=34d)(A—1+34) =X -2\ + 10 tiene que ser un factor del polinomio caracteristico. O

y/// =7
zt y(0)=0
8. La funciéon y = 51 & solucién del problema de Cauchy J(0) =0

y"(0) =1

Solucién:

Falso.

4 3 2
z / 1 xz "
Y 21 Y Y 9 Y T
04 3
y, por lo tanto, la funcién dada verifica la ecuacién. Ademas, como 2= 0y 6= 0, se verifican las dos

primeras condiciones iniciales. Sin embargo, podemos comprobar que la dltima condicién inicial y”(0) =1
2

0
no se verifica, ya que 5 # 1.

La respuesta correcta seria la siguiente:

La solucién de una ecuacién de este tipo es y = y, + y,, donde yp es la solucién general de la ecuacién
homogénea asociada e y, es una solucién particular de la ecuacién dada. Asf, como p(\) = A3, tenemos
que p(A) =0 <= X =0 triple. Por lo tanto, un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién seria
{1, x, x2} y la solucién general de la homogénea asociada seria y;, = C; + Cox + C322.
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4 4
Antes hemos comprobado que y = 5—4 verifica la ecuacién. Asi y, = ;—4 y, por lo tanto, y = Cy + Cozx +
4
x
C3x? + =.
3T° + 24

Dicha solucién particular se puede determinar también mediante el método operacional:

SN ¥ W N 4 [P By Y R 2] _ 1[a%) _at
=p3s" =DM T DD “DD|2| Dle|

Aplicando las condiciones iniciales obtenemos

4

y:Cl+ng+C’3x2+§—4 - y(O):O = (C;1=0
3
y’:Cg+2C3x+% — J0)=0 = (=0
1 x2 2 ]‘
Y :2C3+? — y(O):]. = 203=1 — 0325
24
y, por lo tanto, y = §x2 + 21 es la tnica solucién de este problema de Cauchy. O
1 —x 2 —x 1 2
9. D?’i—"—l [e X } =€ D3 [l' ]
Solucién:
Falso.
Sabemos que ! [e f(z)] =e™ ! [f(2)]. Asf
L(D) L(D+r) ' ’
1 —x 2] _ . —=x 1 21 _ .7 1 2
D3_|_1[e 1’]—6 (D_1)3_|_1[:E]7 D3_3D2+3D[x]
—_———
L(D-1)
que seria la respuesta correcta. O
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1
10, 5= [f@)] = /f(x) dz + f(2).

Solucién:
Falso.

Sabemos que L(lD) [f(z)] = g(z) <= L(D)[g(z)] = f(z). En nuestro caso

(D+1) {/f(:z:) derf(x)] = (D+1) {/f(x) dx} + (D +1)[f(=)]
= @)+ [ fa)do+ f@)+ @)
= 2@)+ [ f@)de+ £
resultado que no tiene porque coincidir con f(x).
El valor de 5 i : [f(z)] dependerd de la “forma” que tenga la funcién f(z).
O
1 2
11. m[cos@x)] = COS_(;U)

Solucion:

Verdadero.

Sabemos que L(lD) [cos(az)] = m, siendo Q(E) el polinomio asociado a L(D?). Asf, si D? = E,
tenemos que Q(F) = \E’/—i—l y, por lo tanto,

D2
] _cos(2z)  cos(2w)  cos(2w)  cos(2x)
D 4100520 = Q(—22) ~ Q(—4)  —4+1 -3
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Cuestionario 3

Ampliacién de Célculo 10/11. Escuela Politécnica Superior.

12. ! [2°] = (1= D?) [2°] = 2® — 202°.

D?+1

Solucion:
Falso.

Si efectuamos la division larga de polinomios obtenemos que

1 1+ D?
+ -1 — D? 1—-D?+ D*
—_D?
+ D? + D4
D4
+ -D* Db

—_D8

Recordemos que hay que seguir dividiendo hasta que todos los términos del resto sean de grado mayor que

el del polinomio. Asi, la respuesta correcta seria

S ] = (1= D+ DY) [o7] = 2 — (o) + ()" = 2% — 2007 + 1200
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