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Ampliación de Cálculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 2: Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

2.1. Definiciones generales

Ecuación diferencial ordinaria de primer orden

Una ecuación diferencial ordinaria (EDO) de primer orden es una ecuación que liga la variable
independiente x, una función incógnita y = y(x) y su primera derivada y′, es decir, es una
expresión, bien de la forma

F
(
x, y, y′) = 0 (forma impĺıcita)

o bien, si se puede despejar la derivada

y′ = f
(
x, y

)
(forma expĺıcita)

A la función y = y(x) se le llama función incógnita.

Ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Los siguientes ejemplos ilustran el proceso de traducir leyes y principios cient́ıficos en ecuaciones
diferenciales, interpretando razones de cambio como derivadas. La variable independiente es el
tiempo t.
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La ley de enfriamiento de Newton puede ser enunciada de la siguiente forma: la tasa de cambio
de la temperatura T (t) de un cuerpo con respecto al tiempo t es proporcional a la diferencia
entre T y la temperatura A del medio ambiente. Es decir,

dT

dt
= k(A − T ) ≡ T ′ = k(A − T )

en la que k es una constante positiva.

La tasa de cambio con respecto al tiempo de una población P (t) con ı́ndices constantes de
natalidad y mortandad es, en muchos casos simples, proporcional al tamaño de la población.
Es decir,

dP

dt
= kP ≡ P ′ = kP

donde k es la constante de proporcionalidad.

Un ejemplo simple y conocido de ecuaciones diferenciales es el problema de calcular una pri-

mitiva de una función, esto es, calcular

∫
f(x) dx. La ecuación diferencial que descri-

be este problema es y′ = f(x). Además, la solución de dicha ecuación diferencial es

y =

∫
f(x) dx + C.
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Solución de una ecuación diferencial ordinaria de primer orden

Se llama solución de una ecuación diferencial ordinaria de primer orden F
(
x, y, y′) = 0 a toda

función φ(x) tal que F
(
x, φ(x), φ′(x)

)
= 0, es decir, podemos decir que una solución de una

ecuación diferencial ordinaria de primer orden es toda función que sustituida junto con su derivada
en la ecuación conduce a una identidad.

Ejemplo 2.1

Comprobar que la función φ(x) = e−x2
+

1

2
es solución de la ecuación diferencial y′+2xy = x

Solución:
φ′(x) = −2x e−x2

y, por lo tanto, sustituyendo en la ecuación nos queda

−2x e−x2︸ ︷︷ ︸
φ′(x)

+2x

(
e−x2

+
1

2

)
︸ ︷︷ ︸

2xφ(x)

= x =⇒ x = x

Como la función dada verifica la ecuación, se tiene que es solución de dicha ecuación diferencial.

◦
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Tipos de soluciones

Las soluciones de una ecuación diferencial ordinaria de primer orden pueden ser de tres tipos:

Solución general. Se llama aśı a una expresión de la forma φ(x, y, C) = 0 donde C es una
constante arbitraria.

Solución particular. Son las soluciones que se obtienen fijando el valor de la constante arbitraria
C de la solución general.

Solución singular. Son aquellas soluciones que no están incluidas en la solución general, es
decir, que no se pueden obtener a partir de ella asignando un valor conveniente a la constante.

Aśı, por ejemplo, y = C ex es la solución general de la ecuación diferencial y′ = y, mientras
que y = ex ; y = 2ex ; y = π ex ; y =

√
2ex . . . son soluciones particulares de dicha

ecuación.

De la misma forma, y = (x+C)2 es la solución general de la ecuación diferencial y′ = 2
√

y,

mientras que y = x2 ; y = (x + 1)2 ; y = (x + 7)2 ; y =
(
x +

√
3
)2

. . . son soluciones
particulares de dicha ecuación. Por otra parte, y = 0 es una solución singular de la ecuación, ya
que verifica la ecuación y no está incluida en la solución general.
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Desde un punto de vista geométrico, la solución general representa una familia de curvas en
el plano, llamadas curvas integrales, que son solución de la ecuación diferencial. Las soluciones
particulares son las diferentes curvas de la familia.

Distintas formas de expresar la solución general

Normalmente, la solución general de una ecuación diferencial ordinaria de primer orden puede
expresarse de dos formas distintas:

Forma expĺıcita: si la función incógnita viene despejada en función de la variable independiente
x y de la constante arbitraria C, es decir, una expresión de la forma y = y(x, C). Para
el caso de soluciones particulares y singulares, expresiones de la forma y = y(x).

Forma impĺıcita: si la solución viene expresada por una ecuación que liga la función incógnita
y, la variable independiente x y la constante arbitraria C, es decir, una expresión de la

forma φ(x, y, C) = 0. Para el caso de soluciones particulares y singulares, expresiones de la
forma φ(x, y) = 0.
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2.2. Problema de Cauchy

Se llama problema de Cauchy o problema de valor inicial al conjunto formado por una ecuación
diferencial ordinaria de primer orden en forma expĺıcita y una condición inicial, esto es, un problema
de la forma

(P ) ≡
⎧⎨
⎩

y′ = f(x, y) EDO en forma expĺıcita

y
(
x0

)
= y0 Condición inicial

Geométricamente, se trata de encontrar las soluciones de la ecuación y′ = f(x, y) que pasen
por el punto

(
x0, y0

)
.

Para resolver un problema de Cauchy hay que encontrar todas las soluciones de la ecuación
diferencial y ver cuál o cuáles de ellas verifican la condición inicial.

Aśı, por ejemplo, dado el problema de Cauchy (P ) ≡
⎧⎨
⎩

y′ = y

y(0) = 2
podemos observar que de

las infinitas curvas de la solución general y = C ex, sólo y = 2ex pasa por el punto (0,2)
y, por lo tanto, es la única solución de dicho problema de Cauchy.
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Teorema de existencia y unicidad de un problema de Cauchy

Teorema 1 (Picard)

Sea el problema de Cauchy (P ) ≡
⎧⎨
⎩

y′ = f(x, y)

y
(
x0

)
= y0

con f definida en un rectángulo R

centrado en
(
x0, y0

)
:

R ≡
{
(x, y)

∣∣∣ ∣∣x − x0

∣∣ ≤ a ;
∣∣y − y0

∣∣ ≤ b ; a, b > 0
}

Existencia: Si f es continua en R entonces (P ) posee solución.
Unicidad: Si f es diferenciable en R entonces existe una única solución de (P ).

Nota: Este teorema admite generalizaciones en diversas direcciones, con hipótesis más débiles. Sin
embargo, ésta que aqúı se presenta es la más operativa.
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2.3. Resolución de ecuaciones diferenciales ordinarias de pri-
mer orden

Dependiendo de las notaciones que se utilicen para las derivadas y los diferenciales, las ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden se pueden expresar de varias formas:

F
(
x, y, y′) = 0 ; y′ = f(x, y) ;

dy

dx
= f(x, y) ; dy = f(x, y) dx

o, de forma más general,
P (x, y) dx + Q(x, y) dy = 0

Ecuaciones de variables separadas

Decimos que una ecuación es de variables separadas si presenta la forma

P (x) dx + Q(y) dy = 0

Es decir, las funciones P y Q dependen exclusivamente de x y de y respectivamente. Para
resolverlas basta con integrar directamente. Esto es,∫

P (x) dx +

∫
Q(y) dy = C

es su solución general.
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En el caso de que la ecuación necesite de operaciones para ser expresada en variables separadas,
recibe el nombre de ecuación de variables separables.

Ejemplo 2.2

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

(a) x2 dx + 5y4 dy = 0 (b) dx =
y3

x
dy

Solución:

(a) x2 dx + 5y4 dy = 0 =⇒
∫

x2 dx +

∫
5y4 dy = C =⇒ x3

3
+ y5 = C

(b) dx =
y3

x
dy =⇒ x dx = y3 dy =⇒

∫
x dx =

∫
y3 dy + C =⇒ x2

2
=

y4

4
+ C

=⇒ 2x2 = y4 + 4C =⇒ 2x2 = y4 + K
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Nota: Obsérvese que si C es una constante arbitraria, entonces 4C también lo es y por eso se
ha renombrado a K. Usualmente, haciendo abuso de notación, a la nueva constante resultante
4C se le suele renombrar con el propio śımbolo C. Aśı, en nuestro ejemplo, la solución quedaŕıa
2x2 = y4 + C.

◦

Ecuaciones dependientes de una recta

Son las ecuaciones de la forma

y′ = f(ax + by + c) a , b , c ∈ R

Mediante el cambio z = ax + by + c, se reducen a una ecuación de variables separables.

Ejemplo 2.3

Resolver el problema de Cauchy

⎧⎨
⎩

y′ = 2x + 3y − 5

y(0) = 1
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Solución:
Comenzamos resolviendo la ecuación diferencial.

Cambio 2x + 3y − 5 = z =⇒ 2 dx + 3 dy = dz =⇒ dy =
dz − 2 dx

3

Aśı, y′ = 2x + 3y − 5 =⇒ dy

dx
= 2x + 3y − 5 =⇒ dy = (2x + 3y − 5) dx

=⇒ dz − 2 dx

3
= z dx (variables separables) =⇒ dz = (3z + 2) dx

=⇒ dz

3z + 2
= dx =⇒

∫
dz

3z + 2
=

∫
dx + lnC

=⇒ 1

3
ln(3z + 2) = x + lnC =⇒ ln(3z + 2) = 3x + 3 lnC

=⇒ 3z + 2 = e3x+lnC3
=⇒ 3z + 2 = e3xelnC3

=⇒ 3z + 2 = C3e3x =⇒ 3z + 2 = Ce3x

=⇒ 3(2x + 3y − 5) + 2 = Ce3x =⇒ 6x + 9y − 13 = Ce3x (solución general)
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Ahora veremos cuales de las soluciones verifican la condición inicial y(0) = 1. Sustituyendo
dicha condición en la solución nos queda 0 + 9 − 13 = Ce0 =⇒ C = −4. Por lo tanto,
6x + 9y − 13 = −4 e3x es la única solución del problema de Cauchy dado.

◦

Ecuaciones homogéneas

Una función f(x, y) es homogénea de grado m si f(ax, ay) = amf(x, y) con a

constante.

Diremos que la ecuación diferencial P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0 es homogénea si P (x, y)
y Q(x, y) son funciones homogéneas del mismo grado de homogeneidad, es decir, la ecuación es
homogénea de grado m si

P (ax, ay) = amP (x, y) y Q(ax, ay) = amQ(x, y)

Para resolver una ecuación diferencial homogénea se realiza el cambio y = tx, obteniéndose
una ecuación de variables separables.
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Ejemplo 2.4

Resolver la ecuación diferencial (x + 2y) dx + (2x − 3y) dy = 0.

Solución:

P (x, y) = x + 2y =⇒ P (ax, ay) = ax + 2(ay) = a(x + 2y) = aP (x, y)

Q(x, y) = 2x − 3y =⇒ Q(ax, ay) = 2(ax) − 3(ay) = a(2x − 3y) = aQ(x, y)

Por lo tanto, estamos ante una ecuación diferencial homogénea de grado 1. Hacemos el cambio
y = tx y tenemos dy = tdx + xdt. Aśı,
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(x + 2y) dx + (2x − 3y) dy = 0 =⇒ (x + 2tx) dx + (2x − 3tx)(t dx + x dt) = 0

=⇒ (
x + 2tx + 2xt − 3t2x

)
dx +

(
2x2 − 3tx2

)
dt = 0

=⇒ x
(
1 + 4t − 3t2

)
dx + x2 (2 − 3t) dt = 0 =⇒ 1

x
dx +

2 − 3t

1 + 4t − 3t2
dt = 0

=⇒
∫

1

x
dx +

∫
2 − 3t

1 + 4t − 3t2
dt = lnC =⇒ lnx +

1

2
ln

(
1 + 4t − 3t2

)
= lnC

=⇒ lnx
√

1 + 4t − 3t2 = lnC =⇒ x
√

1 + 4t − 3t2 = C

=⇒ x

√
1 + 4

y

x
− 3

y2

x2
= C =⇒

√
x2 + 4xy − 3y2 = C

=⇒ x2 + 4xy − 3y2 = C

◦
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Ecuaciones dependientes de dos rectas

Son las ecuaciones de la forma

y′ = f

(
ax + by + c

a′x + b′y + c′

)
a , b , c , a′ , b′ , c′ ∈ R

Para su resolución estudiaremos la posición relativa de las dos rectas ax + by + c = 0 y
a′x + b′y + c′ = 0. Consideraremos las siguientes posibilidades:

Rectas coincidentes, es decir, si
a

a′ =
b

b′
=

c

c′
. Simplemente dividiendo por ax+by+c = 0,

la ecuación dada se convierte en una de variables separadas.

Nota: Observemos que ax+by+c = 0 es una solución singular, ya que hace que se verifique
la ecuación.

Rectas paralelas, es decir, si
a

a′ =
b

b′
�= c

c′
. Esta expresión sugiere el cambio ax + by = t.

Con dicho cambio la ecuación se reduce a una de variables separables.

Rectas secantes, es decir, si
a

a′ �= b

b′
. Sea (h, k) el punto de corte de las dos rectas.

Entonces, con la traslación
x = X + h

y = Y + k

}
, la ecuación se reduce a una homogénea.
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Ejemplo 2.5

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

(a) (x + y − 2)4dx + (3x + 3y − 6)4dy = 0

(b) (2x + 3y − 5) dx + (4x + 6y − 2) dy = 0

(c) (x + 2y + 7) dx + (2x − 3y) dy = 0

Solución:

(a) Observemos que como
1

3
=

1

3
=

−2

−6
, las rectas x + y − 2 = 0 y 3x + 3y − 6 = 0

son coincidentes. Aśı, tenemos:

(x + y − 2)4dx +(3x +3y − 6)4dy = 0 =⇒ (x + y − 2)4dx +81(x + y − 2)4dy = 0
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Si dividimos toda la ecuación por (x + y − 2)4 nos queda dx + 81 dy = 0, que ya es de
variables separadas. Integrando dicha ecuación nos queda x + 81y = C como solución general
de la ecuación dada.

Observemos que x + y − 2 = 0 también verifica la ecuación original y no está incluida en la
solución general. Por lo tanto x + y − 2 = 0 es una solución singular de la ecuación.

(b) Observemos que como
2

4
=

3

6
�= −5

−2
, las rectas 2x+3y−5 = 0 y 4x+6y−2 = 0

son paralelas. Este hecho sugiere el cambio 2x + 3y = t. Aśı, 2 dx + 3 dy = dt y, por lo

tanto, dy =
dt − 2 dx

3
. Por lo tanto,

(2x + 3y − 5) dx + (4x + 6y − 2) dy = 0 =⇒ (t − 5) dx + (2t − 2)
dt − 2 dx

3
= 0

=⇒ (3t − 15) dx + (2t − 2)(dt − 2 dx) = 0

=⇒ (3t − 15 − 4t + 4) dx + (2t − 2) dt = 0 =⇒ (−t − 11) dx + (2t − 2) dt = 0

=⇒ dx +
2t − 2

−t − 11
dt = 0 (variables separadas). Como

2t − 2

−t − 11
= −2 +

−24

−t − 11

Grupo EDUMATICUS. Departamento de Matemática Aplicada. Universidad de Málaga 18
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=⇒ dx +

(
−2 +

−24

−t − 11

)
dt = 0 =⇒ x − 2t + 24 ln(t + 11) = C

=⇒ x − 2(2x + 3y) + 24 ln(2x + 3y + 11) = C

=⇒ −3x − 6y + 24 ln(2x + 3y + 11) = C

=⇒ x + 2y − 8 ln(2x + 3y + 11) = C

(c) Observemos que como
1

2
�= 2

−3
, las rectas x+2y−7 = 0 y 2x−3y = 0 son secantes.

Podemos observar que dichas rectas se cortan en el punto (−3,−2) (basta con resolver el sistema

formado por las dos rectas). Aśı, con la traslación
x = X − 3
y = Y − 2

}
=⇒ dx = dX

dy = dY

}
la

ecuación se reducirá a una homogénea. Aśı,
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(x + 2y + 7) dx + (2x − 3y) dy = 0

=⇒ (X − 3 + 2Y − 4 + 7) dX + (2X − 6 − 3Y + 6) dY = 0

=⇒ (X + 2Y ) dX + (2X − 3Y ) dY = 0 que ya es homogénea

Esta ecuación fue resuelta en el ejemplo 1.4 y su solución era X2 + 4XY − 3Y 2 = C.
Deshaciendo la traslación hecha al comenzar el ejercicio nos queda

(x + 3)2 + 4(x + 3)(y + 2) − 3(y + 2)2 = C

que es la solución general de la ecuación dada.

◦

Ecuaciones exactas

Decimos que la ecuación diferencial

P (x, y) dx + Q(x, y) dy = 0

es exacta cuando la forma diferencial P (x, y) dx+Q(x, y) dy sea una forma diferencial exacta.
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Recordemos que la condición necesaria y suficiente para que P (x, y) dx + Q(x, y) dy sea

forma diferencial exacta es que
∂P (x, y)

∂y
=

∂Q(x, y)

∂x
.

En este caso U(x, y) = C, con U(x, y) la función potencial de la forma diferencial exacta,
es la solución de la ecuación dada.

Ejemplo 2.6

Resolver la ecuación diferencial
(
xy2 + x + 1

)
dx +

(
x2y − 2

)
dy = 0.

Solución:
Para ver que la forma es exacta, tendremos que comprobar que las derivadas parciales cruzadas
coinciden:

∂
(
xy2 + x + 1

)
∂y

= 2xy =
∂

(
x2y − 2

)
∂x

Calculamos la función potencial:
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U(x, y) =

∫
P (x, y) dx + φ(y) =

∫ (
xy2 + x + 1

)
dx + φ(y)

=
x2y2

2
+

x2

2
+ x + φ(y)

Q(x, y) =
∂U(x, y)

∂y
=⇒ x2y − 2 = x2y + φ′(y) =⇒ φ′(y) = −2 =⇒ φ(y) = −2y

=⇒ U(x, y) =
x2y2

2
+

x2

2
+ x − 2y

y aśı,
x2y2

2
+

x2

2
+ x − 2y = C es la solución de la ecuación dada.

◦

Ecuaciones de factor integrante

Para comprender la idea de este tipo de ecuaciones diferenciales consideremos la siguiente ecua-
ción: (

4x2 + 2y3
)
dx + 3xy2 dy = 0

Podemos ver que como 6y2 =
∂

(
4x2 + 2y3

)
∂y

�= ∂
(
3xy2

)
∂x

= 3y2 la ecuación diferencial

no es exacta. Sin embargo, si multiplicamos toda la ecuación por x, la ecuación resultante
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(
4x3 + 2xy3

)
dx + 3x2y2 dy = 0

si es exacta, ya que
∂

(
4x3 + 2xy3

)
∂y

= 6xy2 =
∂

(
3x2y2

)
∂x

.

Pasemos a definir este tipo de ecuaciones.

Decimos que la ecuación diferencial

P (x, y) dx + Q(x, y) dy = 0

posee un factor integrante si existe una función µ(x, y), a la que llamaremos factor integrante, tal
que la ecuación diferencial µ(x, y) P (x, y)dx+µ(x, y) Q(x, y)dy = 0 sea una ecuación dife-
rencial exacta. Es decir, son ecuaciones diferenciales que no son exactas, pero que multiplicándolas
por cierta función se convierten en ecuaciones que śı son exactas.

Veamos el procedimiento para buscar factores integrantes.

Para que µ(x, y) sea un factor integrante tendrá que ocurrir que la ecuación diferencial

µ(x, y) P (x, y) dx + µ(x, y) Q(x, y) dy = 0

sea exacta. Aśı, como la condición para que una ecuación sea exacta es que las derivadas parciales
cruzadas coincidan, µ(x, y) tendrá que ser tal que

∂(µP )

∂y
=

∂(µQ)

∂x
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es decir, la ecuación que debe verificar una función µ(x, y) para que sea un factor integrante es

µP ′
y + Pµ′

y = µQ′
x + Qµ′

x

Observemos que en esta ecuación, la incógnita µ(x, y) depende de dos variables y en la
ecuación aparecen, además de la propia incógnita, sus derivadas parciales con respecto a x y
respecto a y. Por lo tanto, se trata de una ecuación en derivadas parciales que, por regla general,
resulta más complicado de resolver que la ecuación diferencial original.

Por esa razón, para buscar factores integrantes supondremos que µ(x, y) depende de cierta
relación prefijada de x e y. Aśı, veremos cuál tiene que ser la condición para que existan factores
integrantes dependientes exclusivamente de x, exclusivamente de y o de cualquier relación
arbitraria z = z(x, y).

Factor integrante dependiente sólo de x

Queremos ver si existe un factor integrante para la ecuación diferencial dada que sea dependiente
exclusivamente de x, es decir, que la función µ(x, y) sea de la forma µ = µ(x). En este caso
tenemos que ⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
µ′

x =
dµ

dx
(ya que µ depende de una sola variable)

µ′
y = 0 (ya que µ no depende de y)
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con lo cual, al sustituir en la ecuación

µP ′
y + Pµ′

y = µQ′
x + Qµ′

x

se obtiene

µP ′
y = µQ′

x + Q
dµ

dx
que será la ecuación que debe de cumplir µ para que sólo dependa de x. Operando nos queda

dµ

dx
Q = µ

(
P ′

y − Q′
x

)
=⇒ dµ

µ
=

P ′
y − Q′

x

Q
dx

Aśı, para que exista un factor integrante que sólo dependa de x es necesario y suficiente que

el segundo miembro de esa igualdad sólo dependa de x, es decir, que
P ′

y − Q′
x

Q
dependa sólo de

x. En ese caso, un factor integrante seŕıa

lnµ =

∫
P ′

y − Q′
x

Q
dx =⇒ µ = e

∫ P ′
y−Q′

x
Q

dx

Una vez obtenido el factor integrante, se multiplica la ecuación original por dicho factor y ya se
convierte en exacta. Al calcular la función potencial e igualarla a una constante arbitraria se obtiene
la solución general de la ecuación diferencial dada.
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Ejemplo 2.7

Resolver la ecuación diferencial
(
4x2 + 2y3

)
dx + 3xy2 dy = 0.

Solución:

Observemos que
P ′

y − Q′
x

Q
=

6y2 − 3y2

3xy2
=

1

x
sólo depende de x. Por lo tanto, es posible

encontrar un factor integrante que sólo depende de x. Aśı, tenemos

dµ

µ
=

P ′
y − Q′

x

Q
dx =⇒ dµ

µ
=

1

x
dx =⇒ lnµ = lnx =⇒ µ = x

Multiplicando la ecuación original por dicho factor integrante se obtiene la ecuación diferencial(
4x3 + 2xy3

)
dx + 3x2y2 dy = 0

que ya es exacta.
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Calculamos la función potencial:

U(x, y) =

∫
P (x, y) dx + φ(y) =

∫ (
4x3 + 2xy3

)
dx + φ(y) = x4 + x2y3 + φ(y)

Q(x, y) =
∂U(x, y)

∂y
=⇒ 3x2y2 = 3x2y2 + φ′(y) =⇒ φ′(y) = 0 =⇒ φ(y) = 0

=⇒ U(x, y) = x4 + x2y3

y aśı, x4 + x2y3 = C es la solución de la ecuación dada.

◦

Factor integrante dependiente sólo de y

Queremos ver si existe un factor integrante para la ecuación diferencial dada que sea dependiente
exclusivamente de y, es decir, que la función µ(x, y) sea de la forma µ = µ(y). En este caso
tenemos que ⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
µ′

x = 0 (ya que µ no depende de x)

µ′
y =

dµ

dy
(ya que µ depende de una sola variable)
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con lo cual, al sustituir en la ecuación

µP ′
y + Pµ′

y = µQ′
x + Qµ′

x

se obtiene

µP ′
y + P

dµ

dy
= µQ′

x

que será la ecuación que debe de cumplir µ para que sólo dependa de y. Operando nos queda

dµ

dy
P = µ

(
Q′

x − P ′
y

)
=⇒ dµ

µ
=

Q′
x − P ′

y

P
dy

Aśı, para que exista un factor integrante que sólo dependa de y es necesario y suficiente que el

segundo miembro de esa igualdad sólo dependa de y, es decir, que
Q′

x − P ′
y

P
dependa sólo de

y. En ese caso, un factor integrante seŕıa

lnµ =

∫
Q′

x − P ′
y

P
dy =⇒ µ = e

∫ Q′
x−P ′

y
P

dy

Una vez obtenido el factor integrante, se multiplica la ecuación original por dicho factor y ya se
convierte en exacta. Al calcular la función potencial e igualarla a una constante arbitraria se obtiene
la solución general de la ecuación diferencial dada.
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Ampliación de Cálculo 10/11. Escuela Politécnica Superior Tema 2: Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Factor integrante dependiente de xy

Queremos un factor integrante para la ecuación diferencial dada que sea dependiente de xy,

es decir, si hacemos z = xy, que la función µ(x, y) sea de la forma µ = µ(z). En este caso
tenemos que ⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩
µ′

x =
∂µ

∂x
=

dµ

dz

∂z

∂x
=

dµ

dz
y

µ′
y =

∂µ

∂y
=

dµ

dz

∂z

∂y
=

dµ

dz
x

con lo cual, al sustituir en la ecuación

µP ′
y + Pµ′

y = µQ′
x + Qµ′

x

se obtiene

µP ′
y + P

dµ

dz
x = µQ′

x + Q
dµ

dz
y

que será la ecuación que debe de cumplir µ para que sólo dependa de xy. Operando nos queda

dµ

µ
=

Q′
x − P ′

y

xP − yQ
dz
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Aśı, para que exista un factor integrante que sólo dependa de z es necesario y suficiente que el

segundo miembro de esa igualdad sólo dependa de z, es decir, que
Q′

x − P ′
y

xP − yQ
dependa sólo de

z. En ese caso, un factor integrante seŕıa

lnµ =

∫
Q′

x − P ′
y

xP − yQ
dz =⇒ µ = e

∫ Q′
x−P ′

y
xP−yQ

dz

Una vez obtenido el factor integrante, se multiplica la ecuación original por dicho factor y ya se
convierte en exacta. Al calcular la función potencial e igualarla a una constante arbitraria se obtiene
la solución general de la ecuación diferencial dada.

Análogamente hallaŕıamos factores integrantes dependientes de:

x

y
, x + y2 , x2 + y2 , y + x2 , . . .

Ejemplo 2.8

Resolver la ecuación diferencial
(
x2 + y2 + 1

)
dx−2xy dy = 0 sabiendo que admite un factor

integrante dependiente de y2 − x2.
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Solución:
Queremos un factor integrante para la ecuación diferencial dada que sea dependiente de y2 −x2,

es decir, si hacemos z = y2 − x2, que la función µ(x, y) sea de la forma µ = µ(z). En este
caso tenemos que ⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩
µ′

x =
∂µ

∂x
=

dµ

dz

∂z

∂x
=

dµ

dz
(−2x)

µ′
y =

∂µ

∂y
=

dµ

dz

∂z

∂y
=

dµ

dz
2y

con lo cual, al sustituir en la ecuación

µP ′
y + Pµ′

y = µQ′
x + Qµ′

x

se obtiene

µP ′
y + P

dµ

dz
2y = µQ′

x + Q
dµ

dz
(−2x)

que será la ecuación que debe de cumplir µ para que sólo dependa de y2 − x2. Operando nos
queda

dµ

µ
=

Q′
x − P ′

y

2yP + 2xQ
dz
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Aśı, para que exista un factor integrante que sólo dependa de z es necesario y suficiente que el

segundo miembro de esa igualdad sólo dependa de z, es decir, que
Q′

x − P ′
y

2yP + 2xQ
dependa sólo

de z. En este caso tenemos,

Q′
x − P ′

y

2yP + 2xQ
=

−2y − 2y

2x2y + 2y3 + 2y − 4x2y
=

−4y

2y3 + 2y − 2x2y
=

−2

y2 + 1 − x2
=

−2

1 + z

Por lo tanto,

dµ

µ
=

−2

1 + z
dz =⇒ lnµ = −2 ln(1 + z) =⇒ lnµ = ln(1 + z)−2

=⇒ µ = (1 + z)−2 =⇒ µ =
1

(1 + y2 − x2)2

Multiplicando la ecuación original por dicho factor integrante se obtiene la ecuación diferencial

x2 + y2 + 1

(1 + y2 − x2)2 dx − 2xy

(1 + y2 − x2)2 dy = 0

que ya es exacta.

Grupo EDUMATICUS. Departamento de Matemática Aplicada. Universidad de Málaga 32
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Calculamos la función potencial:

U(x, y) =

∫
Q(x, y) dy + φ(x) =

∫ −2xy

(1 + y2 − x2)2dy + φ(x) =
x

1 + y2 − x2
+ φ(x)

P (x, y) =
∂U(x, y)

∂x
=⇒ x2 + y2 + 1

(1 + y2 − x2)2 =
1 + y2 + x2

(1 + y2 − x2)2 + φ′(x)

=⇒ φ′(x) = 0 =⇒ φ(x) = 0 =⇒ U(x, y) =
x

1 + y2 − x2

y aśı,
x

1 + y2 − x2
= C es la solución de la ecuación dada.

◦

Ecuaciones lineales

Son las ecuaciones de la forma

y′ + y P (x) = Q(x)

Su solución general es y = yh + yp, donde yh es la solución general de la llamada ecuación
homogénea asociada y′ + y P (x) = 0 e yp es una solución particular de la ecuación completa.
Dicha solución particular se puede buscar por el método de variación de la constante.

Grupo EDUMATICUS. Departamento de Matemática Aplicada. Universidad de Málaga 33
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Este método consiste en buscar una solución particular haciendo variar la constante arbitraria
C de la solución general de la ecuación homogénea asociada yh = C f(x), es decir, buscando
una solución particular de la forma yp = C(x) f(x) (consultar el ejemplo para ver en detalle el
método).

Observación: Otra forma de resolver este tipo de ecuaciones diferenciales es utilizar que siempre
admiten un factor integrante µ = µ(x) que sólo depende de x.

Ejemplo 2.9

Resolver la ecuación diferencial y′ +
3

x
y = −1.

Solución:

y = yh + yp =⇒
yh =⇒ y′ +

3

x
y = 0 =⇒ dy

dx
+

3

x
y = 0 =⇒ dy

y
+

3

x
dx = 0

=⇒ ln y + 3 lnx = lnC =⇒ yx3 = C =⇒ yh =
C

x3
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yp =
C(x)

x3
=⇒ C ′(x)x3 − 3x2C(x)

x6︸ ︷︷ ︸
y′

+
3C(x)

x4︸ ︷︷ ︸
3

x
y

= −1 =⇒ C ′(x) = −x3

=⇒ C(x) = −x4

4
=⇒ yp = −x

4

Aśı, la solución de la ecuación es y =
C

x3
− x

4
.

◦
Ecuaciones de Bernouille

Son las ecuaciones de la forma

y′ + P (x)y = Q(x)yn n ∈ Z ; n �= 0 , 1

Dividiendo por yn, nos queda

y′

yn
+

P (x)

yn−1
= Q(x)

y haciendo el cambio z =
1

yn−1
se reduce a una ecuación lineal.
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Ejemplo 2.10

Resolver la ecuación diferencial y′ − 3y

x
= y2.

Solución:

Dividiendo toda la ecuación por y2 se obtiene
y′

y2
− 3

x

1

y
= 1.

Realizamos el cambio
1

y
= z, con lo que

−y′

y2
= z′ y, aśı,

−z′ − 3

x
z = 1 =⇒ z′ +

3

x
z = −1

que es la ecuación lineal resuelta en el ejemplo anterior. Por lo tanto, como z =
C

x3
− x

4
es la

solución de dicha ecuación lineal, entonces, deshaciendo el cambio,

y =
1

C

x3
− x

4

=⇒ y =
4x3

4C − x4
=⇒ y =

4x3

C − x4
es la solución de la ecuación dada.

◦
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Ecuaciones de Riccati

Son las ecuaciones de la forma

y′ + P (x)y + Q(x)y2 = R(x)

Para resolverlas es necesario conocer (al menos) una solución particular yp de la ecuación.
Entonces, con el cambio y = z + yp, la ecuación se reduce a una de Bernouille.

De forma general, la solución yp de la que se ha partido pasa a ser una solución singular de la
ecuación.

Ejemplo 2.11

Resolver la ecuación diferencial y′ = − 4

x2
− 1

x
y + y2 sabiendo que y =

2

x
es una solución

particular.

Grupo EDUMATICUS. Departamento de Matemática Aplicada. Universidad de Málaga 37
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Solución:

Realizamos el cambio y = z +
2

x
, con lo que y′ = z′ − 2

x2
y, aśı,

z′ − 2

x2
= − 4

x2
− z

x
− 2

x2
+ z2 +

4

x2
+

4z

x
=⇒ z′ − 3

x
z = z2

que es la ecuación de Bernouille resuelta en el ejemplo anterior. Por lo tanto, como z =
4x3

C − x4

es la solución de dicha ecuación de Bernouille, entonces, deshaciendo el cambio,

y − 2

x
=

4x3

C − x4
=⇒ y =

4x3

C − x4
+

2

x

es la solución general de la ecuación dada. Por otra parte, y =
2

x
es una solución singular de la

ecuación.

◦

Ecuaciones de primer orden y de grado n con respecto a y′

Son ecuaciones de la forma

(y′)n + P1(x, y)(y′)n−1 + · · · + Pn−1(x, y)y′ + Pn(x, y) = 0
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Para resolverla de manera general despejamos y′. Por lo tanto, tendremos n soluciones para
y′ de la forma

y′ = f1(x, y) , y′ = f2(x, y) , . . . , y′ = fn(x, y)

que son las n soluciones de la ecuación dada. Ahora nos bastaŕıa con resolver las n ecuaciones
diferenciales resultantes y obtener las n soluciones de la forma

G(x, y, C1) = 0 ; G(x, y, C2) = 0 ; . . . ; G(x, y, Cn) = 0

Ejemplo 2.12

Resolver la ecuación diferencial
(
y′)2 − xy = y2 − xy′.

Solución:
Ordenamos la ecuación y tenemos

(
y′)2

+ xy′ − xy − y2 = 0, que es una ecuación de segundo
grado con respecto a y′. Aśı,

y′ =
−x ±

√
x2 + 4xy + 4y2

2
=

−x ±
√

(x + 2y)2

2
=

−x ± (x + 2y)

2
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y, por lo tanto,

⎧⎨
⎩

(1) y′ = y (variables separables)

(2) y′ = −x − y =⇒ y′ + y = −x (lineal)

Aśı, tenemos

(1) y′ = y =⇒ dy

y
= dx =⇒ ln y = x + lnC1 =⇒ y = C1 ex

(2) y = yh + yp =⇒

yh =⇒ y′ + y = 0 =⇒ dy

dx
+ y = 0 =⇒ dy

y
+ dx = 0

=⇒ ln y + x = lnC2 =⇒ yh = C2 e−x

yp = C2(x) e−x =⇒ C ′
2(x) e−x − C2(x) e−x︸ ︷︷ ︸

y′

+C2(x) e−x︸ ︷︷ ︸
y

= −x =⇒ C ′
2(x) = −x ex

(int. por partes) =⇒ C2(x) = ex (−x + 1) =⇒ yp = ex (−x + 1)e−x

=⇒ yp = −x + 1

=⇒ y = C2 e−x − x + 1
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Por lo tanto, las soluciones de la ecuación son y = C2 e−x − x + 1 ; y = C1 ex

◦

2.4. Resolución de ecuaciones diferenciales ordinarias utilizan-
do transformadas de Laplace

Recordemos que la propiedad de la transformada de Laplace relativa a la derivada afirmaba que

L
[
F ′(t)

]
= sL

[
F (t)

]
− F (0)

Intuitivamente, esta propiedad dice que la transformada de Laplace se “carga” la derivada de una
función (hace que desaparezca, ya que transforma la derivada de una función en un polinomio de
primer grado). Por lo tanto, utilizar transformadas de Laplace será útil para resolver determinados
tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden (sobre todo problemas de Cauchy con
la condición inicial expresada en el punto 0).

Ejemplo 2.13

Resolver el siguiente problema de Cauchy utilizando transformadas de Laplace:

⎧⎨
⎩

y′ + 2y = ex

y(0) = 1
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Solución:

⎧⎨
⎩

y′ + 2y = ex

y(0) = 1
=⇒ L

[
y′ + 2y

]
= L

[
ex

]
=⇒ L

[
y′

]
+ 2L

[
y
]
= L

[
ex

]

=⇒ sL
[
y
]
− y(0)︸ ︷︷ ︸

1

+2L
[
y
]
=

1

s − 1
=⇒ (s + 2)L

[
y
]
=

1

s − 1
+ 1

=⇒ (s + 2)L
[
y
]
=

s

s − 1
=⇒ L

[
y
]
=

s

(s − 1)(s + 2)

=⇒ L
[
y
]
=

A

s − 1
+

B

s + 2
=⇒ L

[
y
]
=

1/3

s − 1
+

2/3

s + 2
(calculando los coeficientes)

=⇒ y = L−1

[
1/3

s − 1
+

2/3

s + 2

]
=⇒ y =

1

3
L−1

[
1

s − 1

]
+

2

3
L−1

[
1

s + 2

]

=⇒ y =
1

3
ex +

2

3
e−2x

◦
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