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352 Curvas en paramétricas y polares
1
b) —=1-2senf.
P

c) p=4dcost+

cos26’
1—2cosf
d =
)2 1+2senf

8. Estudiar el comportamiento asintdtico de las curvas definidas en forma polar por:

6—2 6% —4
slp=g— b)p=—~9-‘.ﬁ1

9. Representar grificamente con ayuda de ordenador la curva definida en polares por

g
p = sen (%) con § € [0,407).

iEs posible encontrar un intervalo [a,b] de modo que la representacién con 8 en dicho
intervalo coincida con la representacion con § € IR? Justificar este comportamiento.
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Capitulo 11

Célculo de primitivas

Introduccién

En este tema nos ocupamos del problema de calcular una primitiva o integral indefinida
de una funcién. Es decir, dada una funcién f, queremos determinar F' tal que para todo
z del dominio de f se verifique

f(z) = F'(z).

Presentamos asi la integracién como el proceso inverso de la derivacién.

La justificacién plena de esta materia vendrd dada, en el préximo capitulo, al estudiar
el Teorema Fundamental del Célculo.

El “célculo automdtico de primitivas” es uno de los problemas més tratados en
cualquier sistema de cdlculo simbélico y estd, en general, bastante bien resuelto. Por
este motivo, no se dard aqui un tratamiento muy exhaustivo.

De hecho puede el lector comprobar cémo la mayoria de las integrales que aparecen
en este texto, u otros andlogos, se pueden obtener sin dificultad con DERIVE.

En algunos problemas resueltos no se detallardn hasta el final los cdlculos que sean
anélogos a otros realizados en problemas anteriores.

1. Conceptos preliminares
1.1. Definicién. Funcién primitivd
Decimos que la funcién F(z) es una funcién primitiva de f(z) si F'(z) = f(z) para
todo puntq z del dominio de f.

OBSERVACION: Dado que dos funciones que se diferencian en una constanie tienen la
misma derivada, si F' es una primitiva de f, también lo es F + k, para todo k € IR.

12, R TRy
Dada la funcién f, se llama funcion integral indefinida de f al conjunto de todas sus
funciones primitivas. Se suele escribir

f f(z)dz=Flz) 4+ C,

con C constante arbitraria, siendo F' una primitiva cualquiera de f.




354 Célculo de primitivas

1.3./Integrales inmediatas
Contemplando la derivacion como un proceso inverso de la integracidon se puede
obtener la siguiente tabla de integrales inmediatas

1.-jadz=ax+C Va e R

1

m.p+1 c
Eode — +C, —i
fz z — pF

3./ldz=log]x|+c 4‘/e‘d.1:=e’+6'
&L

5. fp‘d::=—p—+C, p>0,p#1 6./cos:cdx=sen::+c
logp

7. fsenx dr =—cosz+C

d
9. /seczrdx=](1+tg2z)d:=f 4
cos~

d
10. /:;osezc2 zdr = /(1 + cotg? z) dz = / =

sen? z

d .
19 f1+z:c2 =arctgz +C _f

7k

secztgz dr=secz+C

=tgz+C

=—cotgz+C

i1l /coseczcotgr dz = —cosecz + C

dz
33: /——— = arcsenz + C
V1—2z2
OBSERVACION: Esta tabla puede ser mds o menos exhaustiva.
Una integral es inmediata si la “reconocemos” como derivada de alguna funcidn, por
tanto el concepto de integral “inmediata” es relativo.

1.4. Proposicién. -

Dadas dos funciones f, g, que admiten primitiva y una constante k € IR se verifica
) f(f(z) +9(z)) dz = / f(z)de + /g{:) -
) [kierds =k [ fla)as.

2. Técnicas generales de integracién

En esta seccidn se dan tres resultados que permiten transformar integrales complicadas |
en otras mas sencillas. El primero es una consecuencia de la regla de la cadena en derivacién
y se conoce con el nombre de “cambio de variable”. El segundo es el método de “integracién
por partes”,. que es consecuencia de la férmula de derivacién de un producto de funciones.
El tercero expone el método de reduccién para al célculo de primitivas,

a) Sea ® una funcién con derivada @' continua, y sea f una funcién continua. Entonces,
haciendo t = ®(z), se tiene

Integrales de funciones racionales 355

/fffb(r),@’{x}cx‘r - ff(:)dt.'

b) Sea @ una funcién con derivada @' continua y tal que &'(z) # 0 para todo z, y sea f
una funcién continua. Entonces, haciendo ®(z) = ¢, se obtiene

/ f(8(2)) dz = / FEN@Y(2) dt.
-

Dadas dos funciones derivables f y g se verifica

/ f'(2)e(z) dz = f(z)g(z) - / o(=)f(2) da.

OBSERVACIONES:

1) Tomando la notacion diferencial, du diferencial de Ja funcidn u, es decir, du = v'(z) dx.
la férmula de integracién por partes se puede escribir

/udv:uv—/vdu.

2) El objetivo de la técnica de integracion por partes es el de reducir la integral inicial
a otra mds sencilla; por ello, intentaremos tomar como u una funcidn con derivada lo
mds simple posible y de modo que sepamos obtener una primitiva para dv. (Véanse
ejemplos en los problemas resueltos.)

una relacién recurrente del tipo f(In,Jns1,-..,Intp,n,2) = 0, denominada “férmula de
reduccién”, serd posible determinar el valor de I, para cualquier n a partir de I, ..., Lo

OBSERVACION: En la mayoria de los casos practicos la relacidn recurrente es del tipo
Iﬂ = f(I “]‘Iln)!

con lo que nos basta conocer una integral para obtener las siguientes.
Para obtener la férmula de recurrencia se suele utilizar integracion por partes (véase
problema resueito £).

3. _'Integra.les de funciones racionales

Tal y como vimos en el Capitulo 3 en el epigrafe de funciones racionales, toda funcién
racional se puede escribir como suma de un polinomio méds una combinacién lineal de
funciones del tipo

A A Az + B A B
t (1‘1 > 1)! .1; 2 ) n
(z=-a)" (z—a) (z=r)2+s ((:c—r)2+52)

Usando la linealidad de la integral, bastard conocer ¢c6mo calcular una primitiva de

estas fracciones simples para calcular la integral de cualquier funcién racional.

¥ (n>1).
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i) Para /fo, Va* —z?)dz, se hace z = asent 6 £ = acost.
i) Para /R(:, v a? +z?)dz, se hace z = atgt 6 z = asenht.

iii) Para / R(z,V/z? — a?)dxz, se hace T = asect 6 z = acosht.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Caleular
a)/'{‘/z—“dz b)/tgzzdz
SOLUCION: i
a) El integrando es del tipo z?, por lo que

- si % = -1, / "\;/J:_“dx=/§d:=log|z]+c.

2 si%;e—l,/%dz=fzﬂfmdx=i:7f)—;+c.
=
m

b) Para obtener la integral, basta sumar y restar 1, para poderla descomponer en suma
de dos integrales inmediatas, obteniendo:

/tgzzdz=f(tg2::+1—1)d;:=/(tg2z+1)dz~/dz=tgr.—z+c.

2. Obtener por sustitucién el valor de las siguientes integrales indefinidas:

a) | e**dz b z d
) 2+t

arcsen dx

c)f%\/—_-_:r_’dx d)/::log:c

Problemas Resueltos 359

SOLUCION:

a) Para convertir la integral en inmediata hacemos el cambio 4r = ¢. Entonces

/c“d:t: fe‘ldf:
=

b) Observemos que en el numerador se tiene z° que, salvo en una constante, es la derivada

i
ef+C =" +C.

=

; ; 1
de z*; por ello, hacemos el cambio de variable z* = ¢, con lo que z°dx = 3 dt. Entonces

1
3 = dt
I:/I—d.’::[ 4 S
2+ g8 J 2412

Ahora intentamos convertir el integrando en la derivada de una funcién de tipo ar-
cotangente; para ello dividimos por 2 el numerador y el denominador obteniendo

—1 dt
Tk 8 1.(r)3
2 L

L () e Fans () ¢

: 1 ! .
¢) Dado que la derivada de arcsenz es A se tiene, haciendo el cambio arcsenz =
— ::"

arcsen
€

ﬁd:c:/e“du=e“+C=e““°”+C‘,

d) Al ser = la derivada de log z, haciendo el cambio logz = ¢ se tiene
z

dr dt
= — =log|t =1 1 3
/xlogr [;{ log|t| + C =log|logz| + C

3. Integrar por partes

a)]xs logz dz b) fc"‘ cosz dr
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Las fracciones correspondientes a raices reales pueden ser de uno de los dos tipos

siguientes: (n > 1), y sus integrales indefinidas son

(z-a) " (z—-a)r
. A
) /z—a

5 A -4
i) /(z—a)" T (n=1)(z - )2

Las integrales indefinidas de fracciones simples con factores cuadréticos irreducibles
en el denominador se calculan como sigue:
+ B —r
arctg (x ) +C

Az + B A 2 Ar
111)/ _T)Z_i_szdx—ilog((z-r) +s%) +
w)/ Az +B dz:/‘A(z-—r)-l-Ar—l—anI:

((z=r)2+s2)" ((m—r)2+52)

dz = Alog|z —a|+C.

+C, sing-1.

o =k
T o(n— 1)((z —r)? +2)

d
y para resolver la integral f {(r——r):—ﬂjﬂ se hace el cambio de variable (z —r)/s =1t

(Ar +B) | —m0m8 9 ——=
e e )/ x—r)3+sg)

dz
y se transforma en la integral ( 1 que se puede resolver mediante la férmula de
reduccion.
: dz :
1 lamamos I, = [ ————= ¥n , S€ tiene que
Sill I 1 1)n Yne N, set

T z 2n—-3
" dn—1)(z2+ 1) T 2n—3

In_] Yn > 2.

s1 se aplica esta férmula, de manera reiterada si es preciso teniendo en cuenta que
D et q

I = = arctg z + C, se obtiene el valor de la integral I,.

T
1+ 22
OBSERVACIONES:

1) La obtencién de la férmula de reduccion anterior se realizaré en el problema resuelto
7 (obsérvese que el valor de I; es el correspondiente al apartado iii).

2) Para integracion de funciones racionales cuyo denominador tenga raices con multi-
plicidad alta, existen métodos que requieren menos cdlculos. E] més conocido es el
método de Hermite, que no hemos incluido ya que sistemas de cédlculo simbélico tan
faciles de manejar conzo DERIVE resuelven bastante bien integrales racionales.

A “mano”oa ma.quma Ja dzﬁculta,d seria en Ja obtencion de primitivas de funciones
racionales es la de averiguar las raices del denominador (para iniciar la descomposicién
en fracciones simples).
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4. Integracién de funciones reducibles a racionales

Ejemplos de estas funczones son f(z) =tgz, f(z) = .. Para este tipo de funciones,
el cambio de variable f(z) =t transforma la integral en racional.

Las integrales del tipo f R(senz,cosz)dr con R funcién racional siempre se reducen

a una integral racional con el cambio tg(z/2) = t. Con dicho cambio se pueden realizar
las siguientes sustituciones:
2t 1-42 241
1-{—}:2 COS.‘L‘:m dr=1+—t2
En algunos casos, hay otros cambios de variable que también reducen la integral a
una integral racional, mas sencilla que la que se obtiene con el cambio anterior. Son los
siguientes:

sEnzr =

i) Si R es una funcién impar en sen z (es decir R(—senz,cosz) =
se resuelve con el cambio cosz = ¢.

—R(senz,cosx))

ii) Si R es una funcién impar en cos z (es decir R(senz, —cosz) =
se resuelve con el cambio senz = t.

—R(senz,cosx))

iii Si R es una funcién par ensenz y en cosz (R(—senz,—cosz) = R(senx,cosx))
se resuelve con el cambio tgz = t.

iv) Las integrales [ senaz cosbz dz, senarsenbrdz y cosazcosbrdzr se

transforman en integrales inmediatas mediante las formulas
2sen Asen B = cos(A — B) — cos(A+ B)
2cos Acos B = cos(A— B) + cos(A+ B)
2sen Acos B = sen(A — B) + sen(A + B)

ez +d cx+d

» P, ¢ enteros se resuelven con el cambio de variable (az+8)/(cz+d) = t°,
,G), que convierte la integral en racional.

HiCIonE: ;n_,-n 1a "
Las integrales del tipo [R (m, (GI R b) G (M i b) ) dr con R funcién

racional y m,n,...

siendo & = mem(n, . ..

un ﬁs%ﬂé@’ﬂﬁiﬂmles _cuadrarﬁ

WValxtzl)dr y fR(x V2% — a?)dz con R funcién racional

se pueden reducir a alguno de los tipos analizados anteriormente mediante los siguientes
cambios de variable:

Las integrales / R(z
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SOLUCION:
a6
a) Eligiendo logz = u y 2°dz = du se tiene v = % y la integral por partes se puede
obtener como
zf 1 z8 " 78
/'xsiogxdz = —(i—logr - éf:'sdz &= Elogr~ 36 +C= %[Glogr— 1]+ C.

b) Escogiendo e* = u y cosz dr = dv, se tiene v = senz y con ello
I'= /ezcosxdx =e“senz —]e’sen.’rdz.
Si ahora tomamos en la ultima integral e* = u y senz dz = du (v = —cosz), queda
I=e"senz — (—e‘ cosz + / e* c.os.rdx) ,

que es equivalente a / = e senz + e cosz — I. Por tanto

(1]

o

fe‘ cosrdzr =

(senz + cos z)

0|

Es decir,

m| o

(senz +cosz) + C.

4. Obtener una férmula de reduccidn para la integral I, = -/z“e‘ dz.

SOLUCION:

Integramos por partes haciendo ™ = u y e*dz = dv, con lo que du = nz" " 'dz y

v = e*. Se tiene
/x"e: dz =z"e* — n/m"_’]e: dz

n_ T
I,=z"e" —nl,_;.

obteniéndose la férmula

Puesto que Ip(z) = fez dz = e*, se puede concluir que
I = ze* —=¢*
I = z%e® — 2(ze® — e¥)

I; = z%e® — 3(z%e® — 2ze® + 2e%)
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3. Integrando por partes, deducir la formula de reduccidn

1 - n—1
/sen"zdr:——;sen“ '2cosz+ —— [ sen
7

n—2

z dz.

SOLUCION:
Haciendo sen™™' z = u y senz dz = dv serd v = — cos z, con lo que se tiene
/sen" zdr=—-sen" zcosz +(n—1) / sen" "%z cos? z dx
= —sen" " zcosz + n—l}f z(1—sen’z)dzx
=—sen"lzcosz +(n— l)/sen“‘2 zdr —(n-— l)/sen“ z dx.
Entonces

n/sen“rdx =—sen"'zcosz + (n— 1)/sen"'2:cdx

En consecuencia

1 " n—1
/sen" zdr=——sen” ' zcosz + /sen"'2 rdz.
n n

6. Calcular las integrales de funciones racionales siguientes:
dz z+1 -z
a)/x2—4z+3 )fzz 4:-1—4 c)/xz+4x+'l3dr
T + 1 z+1
d
) / s / e 8

SOLUCION:

a) Realizamos la descomposicién en fracciones simples v hacemos las integrales de las
funciones elementales.

/ dz _/ dz AF T . 17
22 —dz+3 (1—3){.'5—1)_2_/.2"—3 Iﬁﬁfr—ldx

1 1
=§log|x—3[—§log|x—1|+c

z—3
-1

’+c

= log
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b) De forma andloga 2l apartado anterior

r+1 r+1 1
/1‘2+4x+4dr_/{::+?)2d1=fz+2dz

+C

- | e

10"’|1 T_[J'

'LT?

¢) En este caso, el numerador es un polinomio de mayor grado que el denominador; por
ello, para empezar, realizamos la divisién. Notemos también que el denominador no

tiene raices reales.
2z + 52
e L
z¢ 4+ 4z 413

I3—I
—__dz __4|
j12+4;‘c+13 * /(I %

z? 4 / 2z 4 ] -/ 48 d
= —dzrt+ [ — : ————dx
2 +dz+13 " | T2+ 4z+13

2
=z—2—4z+logfr2+4x+13)+-’l$/—-di-——

B ) (2 +2)249

A 48 dz
=E_dx+log(r -|-4I+13}+3 HT

(2£2) +1

z? ., 48 z+2

:?—4:+log(z'+4x+13)+-é-a;ctg 3 +C

NOTA: En la integral del ultimo sumando se ha realizado el proceso de “completar” un
cuadrado perfecto para buscar la derivada de un arcotangente.

d)
2 +1 2t +1 -1 1 1
——dr= | —————dz= | — dz 4 - d
/z“—xq ¥ _[:2(:—1}(:+1} . /zz x-.-[x_ldw /I-l-l ’
1
=;+1ogiz—1|-—log[$+l|+c
e)
z41 [ z+l  z+41 £
z3+1)12-r4} ~3 z?+1 z?+d
[ zdz / _1[ zdz 1 dx
2041 13 ) 35 3 244 3 ) 22 +4
1 1 1 1;44:
=l e =)
Gog(z +1) 3a.rc:tg: 6lo (:, +4) - (‘—U’")
Y,  zF+4l 1 z
—Elogrz+4+§arctgr—garcthTC'

|
i
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= dx
(. Sea In[f} =fm
a) Obtener la férmula de reduccidn
& In-3
I = - Tz >0,
n(2) An - 1)(z2 + 1) T op=2 1z) 2l
dr
b) Ca!cua‘ar]m
SOLUCION:
22 +1-—122
Iﬂ p ) =
Yl f S e [ o L i

En la dltima integral utilizamos el procedimiento de integracién por partes, haciendn

u==ydv= 22 dz, con lo que v = = ti
ST e e S e R et v e

L Z 1 1 T
In(z) = In-1(2) + 2(n-1)(z?+1)"1  2n- 1)[{,@2 + 1)t
Inoy(z)

R =)
& n-3

" T r e o)

b) Para calcular esta integral, teniendo en cuenta que el denominador no tiene raices
reales, aplicaremos la férmula de reduccién anterior, realizando previamente los cam-

bios oportunos para convertirla en una integral de tipo I,. Es decir, la ponemos de la

d
forma —Ia y después hacemos el cambio (z —r)/s = t.

({r—r)’-{-s)

/ dz _[ dz
(22 +2z+5)° (z+12+22)°

El cambio (z + 1)/2 =t transforma la integral en

)

f;a’t—i L
(4f2+4)3 o 43/“2_1_1)3
7k t 623
1 g 3 BN
~ 32 {4(:2 +1)7 " 4 (2{1? 1) *'Ef’m)]

= t + o 3 tgt+C

_ 128“?"1‘1}2 Y 256 (t?-‘—l} arcg -+

= z+1 3=z + J 3 z+1

T 16(z? + 2z + 5)? +193( 2+ 2z +5) 756arctg( 5 )+C
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) [ G e ) [ (tge)’ do
SOLUCION:

a) Hacemos el cambio e* =, con lo que z = logt y dz = dt/t. Entonces

8. Calcular

& L
_/Ts_z"—-i-l'dz = /tT.l-_‘i s dt = arctgi + C = arcig(e®) + C

. Asi

b) Realizamos el cambio de variable tgz = ¢ con lo que = = arctgty dz = ; f-z
i

/tgaxdx:/tal _11‘2 dt,

; : ; it 8 ]
¥ ésta es una integral racional cuya solucién es i alog(t2 +

1) + C por lo que

tg? 1
/tgaxd.‘c=%—x—;log(tgzz+1)+c‘

dx

9. Cafcu!arI:/m,

SOLUCION:

Para reducirla a una integral racional, hacemos el cambio clisico tg 5 =t con lo cual

. 2t T —it? P 2dt
SENT = COsST = =
1+12 1+ 122 T
Asi,
2
dr 2
1+ 2senz 149 2t
T 1412

3

_/ 2 _ 5 dt
1+#2 44 ~ " f 244041

integral racional cuya solucién es

—ﬁ)-vi@log(:+z+\/§)+c

Llog;(i +2
V3
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y deshaciendo el cambio, se obtiene

I:LS [log (tg§+2—\/§)—log(tg§-+2+ \/5)} +C

1 th-!-E—\/é
9
=— | log—% +C
3 tg§+2+\/§
L]
10. Caleular
cos® z sen
—_—d b
a)/l-f—senza: & )/l—-—cosz+c052xdl

SOLUCION:

a) La funcién del integrando es par en seno y coseno, por lo que es conveniente el cambio
tgz =1, con lo que

;2
cos’z = ljig sen’z = Eﬁ dr = 1:)12
enfonces
1
]’ cos? z da:‘:/ T+ dt _/ dt
14+sen’z o 2 14+ [ (1+22)(1+12)
1412

que es una integral racional cuya solucién es
\/ia.rctg(\/it) -

Luego deshaciendo el cambio

2
/ﬂ-dz = \/iarctg(\/ﬁtgz} —z+C

1+sen?z

arctgi+ C

b) Puesto que la funcién es impar en el sené, hacemos el cambio cosz = ¢ y se obtiene

senz J / di ~2 2t +1 c
e — e BT e e — e | i
-14cosz +cos?z 14t 412 ﬁaﬂt /3 *

__—_2arct (2005:+1) Lo
Vi B\—y )T
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11. Ca!cu!ar]sen{:‘::}cos{ﬁz)dm

SOLUCION:
Por las propiedades de las funciones trigonométricas podemos poner el producto de

funciones del integrando como una suma.

1
sen(5z) cos(6z) = 5 (sen(5z + 6z) + sen(5z — 6z));

entonces

/sen(&z} cos(6z)dz =

cosz+C

20

13| et

[] sen(llz)dx — fsen:d:] = ;—; cos(11z) +

dz
z+V1-22

12. Calcular

SOLUCION:

Se trata de la integral de una funcién irracional, con un radical cuadratico. Hacemos
el cambio = = sent, con lo que dz = costdt y v/1 — z? = cost. Entonces

/ dz L) costdt -
z4+vV1—2z2 J sent+cost’

Esta integral se podria calcular mediante el cambio tgz/2 = t; pero resulta mucho
mas sencillo calcular simultdneamente las integrales

cost sent
I = | ————dt I = | ———————di,
. /sent+cost * fsent+cost
ya que
ost 1t .
Il—!-Ig:[mdt:fldr:t—&-C;
sent + cosi

cost—sent
L-L= / ——dt = log|sent + cost| + Cr.
sent + cost

De donde se obtiene

L = § (t +log |sent + cost|)
1
L= (t —log|sent + cost|).
En particular,
dz 1
[ 7= =3 (st hogla 4 VI= 5 +C
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13. Calcular las siguientes integrales:
2 iz
) [ e B e
Vviz? —1 )/‘fezx_ldz

SOLUCION:

a) Hacemos el cambio de variable 2 = cosht, de donde se obtiene d I
ht, I z = senhtdt
vz? — 1 = senht. Asi Y

/ / (coshi)? senhi} i o
\/— e r—/(coshr] dt
= ] cosh2i +1 lsenh2t ¢

dt =

P =2 3 t3*C

Dado que senh 2t = 2senhtcosht, se tiene senh 2t = 22+/z2 — 1, y por tanto,

z? 1 1
/ﬁd" =3TVa?—1+;argchz +C.

b) Si hacemos el cambio e* = ¢, con lo que e* dz = dt, la integral se convierte en

2
/.v’f2 —1 %

que es la misma del apartado anterior. Por tanto

efyerF -1+ = a.rgche +C.

m
il m
I8
|
s
II
NI»—'

PROBLEMAS PROPUESTOS

dz
vi—1l++vz+1
INDICACION: Multiplicar y dividir por vz — 1 — +/z + 1.

1. Galcular Ia :'nregrai’f

2. Caleulsr las siguientes integrales:

z+3 a.rcsenz+x
a
)/I+6”3 b)/ V1—2z2 d
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